SISTEMAS LINEALES
APENDICE AL TEMA 3: PROPIEDAD DE INTEGRACION

1. Introduccion

En la seccion de propiedades sobre la transformada de Fourier hemos estudiado que,
si z(t) tiene transformada de Fourier X (w), su funcién integral, definida por la ecuacién:

t
y(t) = / z(7)dr, (1)
tiene como transformada de Fourier:

Y(w) = le(w) + X (0)6(w). )
La primera parte de la ecuacién es muy intuitiva, ya que corresponde al operador inverso
de la derivada. En cambio el origen de la delta de Dirac que aparece en el segundo término
y que, recordemos, estd asociada al valor medio de x(t) es dificil de explicar. El propésito
de este apéndice es mostrar el origen de esta expresion.

En primer lugar notemos que y(t) es una primitiva de la senal x(t): dy(t)/dt = x(t).
Recordemos que cualquier funcién tiene infinitas primitivas que se diferencian por una
constante. Al integrar desde menos infinito estamos eligiendo una primitiva concreta, pero
otras posibles primitivas de z(t) podrian obtenerse como:

t t K
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donde C' es una constante que depende del valor de K. Por tanto cualquier senal yx ()

serd una primitiva de x(t) porque dyg(t)/dt = x(t), y se distinguird de y(¢) solamente

en una constante. En concreto, y(t) = y_oo(t). Dada la linealidad de la transformada de

Fourier, la sefial Yi (w) serd la misma que la de Y (w) menos la transformada de C":

Yie(w) = Y(w) = §{C} (@) = Y (w) — 27C5(w), (4)

ya que sabemos que la transformada de una constante es una delta pesada por 27. Intui-
tivamente, vemos que la delta de Dirac debe estar asociada a la constante de integracion
C'. Segun la ecuacién (2), esta constante es nula sélo si el valor medio de z(t) es nulo.

2. Relacion de la propiedad anterior con la funcién escalon

La forma més sencilla de demostrar la propiedad enunciada en la ecuacién (2) es
relacionarla con la transformada de Fourier de la funcién escalén. En particular, se puede
demostrar que la transformada de Fourier de la funcién de Heaviside u(t) es:

Ulw) = ji +ro(w). (5)

De esta forma, la integral de la ecuacién (1) puede transformarse en la convolucion de z(t)
con la funcién escalon:

o) = (1) % u(t) = / T a(r)ult — 1)dr = / 2(r)dr: (6)
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la transformada de Fourier de Y (w) serd el producto de las transformadas:
1 1
Y(w) = H(w)X(w) = (jw + 7T5(w)> X(w) = E’X(W) + 7X(0)0(w). (7)

Para demostrar la ecuacién (5), relacionamos la funcién escalén con la funcién signo:

. 1, t>0;
sign(t) = { 1 t<o, (8)
cuya transformada de Fourier es, como demostramos a continuacién:
2
S(w) = —. 9
W)= )

Por tanto, aplicando la linealidad de la transformada de Fourier concluiremos:

u(t) = %sign(t) + % o Uw) = éS(w) ro(w) = jL + ro(w). (10)

3. Demostracién de la propedad (2)

Todo se reduce a demostrar la ecuacién (9): de esta forma es inmediato calcular la
transformada de la funcién escalén como en la ecuacién (10). A partir de esta expresién
es también inmediato demostrar la propiedad usando la ecuacién (7).

Para la demostracion utilizaremos la ecuacién de sintesis de la transformada de Fourier.
Segun dicha ecuacién la funcion signo debe ser:

1 ® 9 Jjwlt|
/ e‘ dw=1, t>0;
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sign(t) = ol (11)
1 00 9= IwW
/ C dw=-1, t>0.
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Desafortunadamente las integrales anteriores no son triviales. Su cédlculo requiere el uso
del Teorema de los Residuos, como se muestra a continuacion.

3.1. Planteamiento del problema (¢ > 0)

Consideremos la figura 1, que representa el plano complejo (z = u + jv) y dentro de él
la curva I' = Ffi U Fg U F3R. Cada una de las tres curvas de las que se compone I' puede
parametrizarse como:

' = 20)=Re’, 6elo,n); (12)
1 1

rf = z200)=0, 0€[-R,——)U[=,R 13
2 Z( ) ) € [ ’ R) [R’ )a ( )

1 .
rf = 2(0) = Eeje, 6 € [m,2m). (14)

Consideremos también la funcién de variable compleja definida como:

elltlz 5
)=, (15)

que es el integrando de nuestra transformada inversa de Fourier para ¢ > 0, en la que
hemos pasado de la variable real w a la variable compleja z. Esta funcién es holomorfa
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Figura 1: Para calcular la transformada inversa correspondiente a la funcién signo rela-
cionamos la integral que la define con una integral en el plano complejo. Extrapolaremos la
funcién en la variable real w a una funcién en la variable compleja z = u 4 jv. La integral
a lo largo de la curva cerrada I', que resulta de la unién de las tres curvas orientadas de
la figura, se calcula usando el Teorema de los Residuos. Si R — oo la integral a lo largo
de l“g se transforma en la integral que deseamos calcular, a lo largo del eje real u = w.

(generalizacién del concepto de derivable para variable compleja) salvo en el punto z = 0,
donde presenta una singularidad (discontinuidad). Esta condicién nos permite usar el
Teorema de los Residuos para calcular la integral de linea de f(z) a lo largo de la curva I':

71{ F(2)dT = 27jRes {f(2), = = 0}, (16)

donde Res{f(z),z = 0} es el residuo de f(z) en z = 0. Puesto que el polo en z = 0 es
simple este residuo se puede calcular de la siguiente forma:

Res {/(2). 2 = 0} = lim(= — 0)/(2) = j (17)

Por tanto, podemos concluir:

jf F(2)dT = 2752 = 2n. (18)
r J

A continuacion relacionaremos este valor con nuestra integral de interés. Es importante
notar que la integral anterior no depende del valor de R, y por tanto:

R—o00

lim ﬁf(z)df =27. (19)

3.2. Calculo alternativo de la integral de linea

La integral de la ecuacién (16) puede calcularse de forma alternativa mediante la
definicién de integral de linea en el plano complejo:

_ _ R R R
}é F(2)dl = }é g [T = /F ST+ /F RICL & /F RICL SED

Estas tres integrales se calculan a partir de las parametrizaciones correspondientes.



1. Para la primera de ellas:

a [T dz0) , [T N
F?f(z)dr{% 2 /Of(z(H)) = d0_/0 f(ReJ")jReJ@de

™ €XP <j’t’R€j9> " ™ "
—_ I A » B | — . j
= /0 TRl jRe’df /0 exp (]|t|Re )d@. (21)

Esta integral no es sencilla de calcular, pero en realidad no lo necesitamos. Basta
con comprobar que la parte real de j|t|R6]9, en la region considerada, es negativa y
por tanto el mdédulo del integrando es una exponencial decreciente en R:

lfm (z)dl't =o0. (22)
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2. Para la segunda parte de la curva I' tenemos:

,% R
(z)dTE = /_R f(@)d9+/1 f(0)de

i
(9] €j|t|9
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’ R __ > _
= i [ sk = /_ G / &, (23)
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que es precisamente la integral que define nuestra transformada de Fourier inversa
y por tanto no es trivial (en otro caso no necesitariamos todo este desarrollo).

3. Para la tercera integral repetimos un desarrollo parecido al de la ecuacién (21):

2w 1 .
f(z)drf = / exp <j|t|eje) de. (24)
Fé{ ™ R

Aunque la integral en si no es sencilla de calcular, su limite para R — oo si lo es:

27 1 "
i o d
Rl_r)]réo/7T exp <]]t|Re )d@

2

2m
= h’m/ exp <j|t|rej9)d9:/ df = . (25)
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3.3. CAlculo de la integral en la segunda curva

R—o0

lfm f(z)dr¥
ry

Reuniendo los resultados anteriores, podemos concluir:

lim 7€ F(z)dT

R—o0

21 = lim f(2)dI'® + lim f(z)drF 4 1im f(z)dr%
Ff R—o0 F§ R—
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3.4. Valor final de la transformada

= . (26)

Volviendo sobre la ecuacién (11) para ¢ > 0 podemos concluir que efectivamente:

1 0 9ojltlw ) oo j|t|0 )
= © dw=— [ T _ap=""=1, (27)
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sin mas que hacer w = 6. Para t < 0 habria que repetir todo el calculo cambiando la curva
de integracién I'. En este caso habria que incluir I'; en el semiplano negativo para que
la integral correspondiente tendiese a 0 al hacer R — oo, pero todos los calculos serian
muy similares y concluirfamos que la integral vale —1 (el signo — vendria del cambio de
orientacion de I'o, que deberia recorrerse en sentido inverso para que I' se recorra en sentido
positivo —a izquierdas— y el Teorema de los Residuos pueda aplicarse). Para ¢ = 0, nétese
que dicha integral nunca tenderia a 0 (para ningin semiplano), pero sabemos que el valor
de la transformada (inversa) para puntos aislados es irrelevante. Visto de otro modo, para
t = 0 tendriamos la integral:

sign(0) = ! /Oo iclw, (28)

T or oo JW
que no es convergente. No obstante, puesto que el integrando es impar, podemos definir
sign(0) = 0 por coherencia con las propiedades de este tipo de senales. Una vez mas, el

valor de la funcién en un punto aislado no es relevante en el &mbito del analisis de Fourier,
y en particular no afecta a la integral de convolucién en la ecuacién (6).



