SISTEMAS LINEALES
TEMA 1
INTRODUCCION. SENALES Y SISTEMAS

1. Introducciéon

1.1. Senales y sistemas

Los conceptos de senales y sistemas surgen en gran variedad de campos. Tienen
gran importancia en areas tan diversas como: comunicaciones, aeronautica, diseno de
circuitos, acustica, ingenieria biomédica, ...

Aunque la naturaleza fisica de estas senales y sistemas pueda ser muy distintas, hay
dos elementos comunes que permiten estudiarlas de forma conjunta:

= Senales: cualquier funcion de una o mas variables independientes que porta o
contiene alguna informacién sobre el comportamiento o la naturaleza de algtiin
fenémeno y que puede ser almacenada, presentada o manipulada.

Se caracterizan por:

e Pueden ser medidas.

e Transportan alguna informacion.
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» Sistemas: cualquier proceso a través del cual unas senales se transforman en
otras. Responden a la senal de entrada produciendo otra senal de salida o un
cierto comportamiento. También se llama sistema al medio fisico que soporta las
senales.

Las vamos a ver como “cajas negras”.

x(t)— T +—>y(t)




Ejemplo:
Sistema: circuito eléctrico.
Senales: voltajes y corrientes en el circuito, en funcién del tiempo.

1.2. Problemas de procesado de senales

» Andlisis: estudiar la respuesta de un sistema especifico a diversas entradas. (Con-
volucion).

Ejemplo: analisis de circuitos.

z(t)— T —> 7

= Diseno o identificacién: disenar sistemas para procesar seniales de determinada
forma.

Ejemplos: restauracién (voz, imagen, ... ), realce, extraccién de caracteristicas.

x(t)— 7 +—y(t)

= Deconvolucién: obtener entrada para un sistema dado a partir de su salida.

Ejemplos: Eliminar aberraciones en lentes de camaras fotograficas o movimiento.
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= Filtrado: obtener el sistema y la senal de salida que permite modificar una senal
de entrada de determinada forma.

Ejemplo: Eliminar altas frecuencias de senal musical.

z(t)— ? |—> 7

= Modelado: disenar un sistema y la senal de entrada que nos permite obtener
una salida determinada.

Ejemplo: sintetizar voz.
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= Control: disenar un sistema que controle a otro a partir de su salida.

Ejemplos: Sistema de control de planta quimica, piloto automatico.



1.3. Clases de senales

Tipos de senales:

= Seglun el rango de variabilidad de la variable independiente: continua vs. discreta.
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Senal continua Senal discreta

z(t)

Continua: Valores para todos los puntos del eje de abscisas. Ejemplo: senales en
circuitos eléctricos y mecanicos.

Discreta: Valores en puntos discretos y equiespaciados del eje de abscisas. Ejem-
plo: promedio de la bolsa cada dia.

= Segln la el rango de variabilidad de la variable dependiente: analégica vs. digital.
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Serial analogica Serial digital

Analégica: puede tomar cualquier valor dentro de un rango. Ejemplo: temper-
atura.

Digital: puede tomar sélo valores cuantizados. Ejemplo: luz encendida o apaga-
da.

= Segln el nimero de variables independientes: unidimensional vs. multidimension-
al.



Senal unidimensional Senal bidimensional

= Segun la incertidumbre de la variable dependiente: sefial determinista vs. aleato-
ria.

Determinista: se conocen los valores que toma en todos y cada uno de sus
instantes.

Aleatoria o estocastica: hay incertidumbre sobre el valor que toma en alguno
de sus instantes. Asociado al concepto de probabilidad.
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Tipos de sistemas: continuos, discretos, analdgicos, digitales.

1.4. Ejemplos de senales y sistemas

Ejemplos de senales:

= Habla: telefonia, radio, ..., vida cotidiana.
= Senales biomédicas:

e 1-D: encefalograma, electrocardiograma.
e 2-D: radiografia, angiografia, ecografia.
e 3-D: TAC, RM, ultrasonidos 3D, video.



e 4-D: secuencias temporales de voliumenes.

e N-D: volimenes con datos tensoriales para estudiar fibras nerviosas del cere-
bro.

Sonido y musica.

Video e imagen.

Senales de radar, sonar, satélite.

Comunicacién de datos entre ordenadores.

Otros ejemplos:

Circuitos eléctricos:

e Senales: I(t), V(t).

e Sistema: propio circuito.

Automévil:

e Senales: entrada: presién en pedales y giro del volante. Salida: aceleracion y
direccion del automovil.

e Sistema: automovil.

Compresion de imagen:

e Senales: imagen comprimida y sin comprimir.

e Sistemas: compresor y descompresor.

Transmision de senal de radio:

e Senal: senal de audio modulada.

e Sistema: medio de transmisién (atmosfera).
Ejemplos de procesado de senal:

» Eliminacién de ruido en voz de piloto de avién (comunicaciones).
= Realce de fotografias.
» Extraccion de parametros de interés:

e Formantes de la voz (identificacién).
e Reconocimiento de habla.

e Identificacién de formas (visién artificial).



2. Senales continuas y discretas

= La informacién de una senal esta contenida en un patrén de variaciones con una
forma determinada.

Ejemplo 1: senal de voz humana (variaciones de presién actstica).
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Distintos patrones de variacion producen distintos sonidos.

Ejemplo 2: fotografia (blanco y negro).

Senal bidimensional. Variaciones del nivel de gris.

» Representacion matematica: funciones de una o mas variables independientes.
Aqui sélo nos ocuparemos de seniales con una variable independiente.

En general consideramos que es el tiempo: x(¢) (aunque no tiene por qué).
= Vamos a considerar dos tipos basicos de senales:

e Continuas: la variable independiente es continua = se definen para una
sucesion continua de valores de la variable independiente.

Notacién: z(t), con t € R.



Ejemplos: senal de voz con el tiempo, presién atmosférica con altitud.

e Discretas: la variable independiente sélo toma un conjunto discreto de val-
ores. También se las llama secuencia discreta.

Notacién: z[n|, con n € Z.
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Ejemplos: valor del IBEX-35 al final de cada sesién, muestreo de senales
continuas (muestras equiespaciadas).

Vamos a ir viendo las senales continuas y discretas de forma paralela, para irlas
relacionando. En el capitulo de muestreo (7), veremos cémo se puede pasar de unas a
otras, idealmente sin error.

2.1. Clases de senales

Veremos a continuacién distintos tipos de senales que tendran importancia a lo
largo de toda la asignatura.

= Real e imaginaria: simetria respecto a la conjugacion.
e Real pura: simétrica respecto a la conjugacion.
z*(t) = =(t), (1a)
x*[n] = x[n]. (1b)
e Imaginaria pura: antisimétrica respecto a la conjugacion.

() = —a(), (2a)
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= Par e impar: simetria respecto a la inversién en el tiempo. Se aplica a senales
reales.

e Par: simétrica respecto al eje de ordenadas.

e Impar: antisimétrica respecto al eje de ordenadas.

x(—t) = —z(t), (4a)

x[—n] = —x[n]. (4b)
x(t)
t
’ -
En el origen, como z(0) = —z(0), se cumple:
2(0) =0, (5a)
z[0] = 0, (5b)

= Hermitica y antihermitica: Equivalente para senales complejas.
e Hermitica: simétrica respecto al eje de ordenadas y la conjugacién.
x*(—t) = x(t), (6a)
z*[—n] = x[n]. (6b)
e Antihermitica: antisimétrica respecto al eje de ordenadas y la conjugacion.
z*(=t) = —x(t), (7a)

r*[—n] = —zx[n]. (7b)



Toda senal se puede poner como suma de sus partes real e imaginaria, par e impar,

hermitica y antihermitica:

x(t) = x,.(t) + x;(t) = Re{x(t)} + Im{z(t)}.

x(t) = xe(t) + xo(t) = Ev{a(t)} + Od{z(t)}, =x(t) € R.

z(t) = xp(t) + x4 (t).

Las expresiones para el caso discreto son equivalentes.

Calculo de la parte par e impar de una senal:
x(—t) = x(—t) + xo(—t) = x(t) — x0(t).

{a:(t) = 2.(t) + (1),
)

Parte par e impar de una senal:

{xe(t)
Zo(t)

I
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Se cumple:

Parte real e imaginaria:

Para el caso discreto las expresiones son equivalentes.

Ejemplo: Célculo de la parte par e impar de una senal:

2] = {1, n >0,

0, n<O.

(8)
(9)
(10)

(11a)

(11Db)

(11c)



x[—n|

T, -

-3 -2 -1 0‘ 1 2

1/2, n <0,
zeln] =< 1, n =0,
1/2, n>0.
Ze[n)
1
A 1/
A
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—-1/2, n <0,
To[n] = ¢ 0, n =0,
1/2, n>0.
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A continuacion veremos otros tipos de senales: periddicas y de energia y de potencia.

2.2. Senales periddicas

Dada su importancia las vemos aparte.
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» Una senal continua, z(t), es periddica si:

ITeR"/) |z(t)=2(t+T)|, VteR. (12)

T: periodo de la senal.

Ejemplos:

xl(t)

JaNva A
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Si z(t) es periddica con periodo T', también lo es con periodo mT, m € N.

Ty: periodo fundamental de la senal. Valor mas pequeno de 7" para el que se

satisface:
x(t) = x(t + Tp). (13)

Si z(t) es constante, no estd definido Ty, ya que es periédica para cualquier 7.

Senal aperiddica: si no es periddica.

o(t) = {cos(t), t <0,

Ejemplos:

sen(t), t>0.

Se cumple que cos(t) = cos(t + 27) para t < —27 y sen(t) = sen(t + 27), para
t > 0, pero no se cumple z(t) = z(t + 2m), Vt.

x(t)

N/
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Estudiar el caso:

-]

cos(t),
cos(—t),

t <0,
t>0.

» Una sefial discreta, z[n], es periédica si:

INeN/

2ln] = a[n + N}

Vn € Z.

(14)

N: periodo de la senal.

Ejemplos:

N

Si z[n] es periddica con periodo N, también lo es con periodo mN, m € N.

Ny: periodo fundamental de la secuencia discreta. Valor mas pequeno de N

para el que se satisface:
z[n]

= z[n + Np].

(15)

Si x[n] es constante, Ny = 1, que es el periodo minimo que puede tener una senal

discreta.

Senal aperiddica: si no es periddica.

2.3. Parametros de interés

Vemos algunos parametros de interés de las senales, tanto continuas como discretas.

12



= Valor medio:

e El valor medio en un intervalo viene dado por:

o Senales continuas:
En el intervalo t1 <t < ty:

ga_1t /t2x(t)dt. (16a)

o — 11 Jy,

Para un intervalo simétrico, —1T <t <T:

a1l [*

o7 | @t (16b)

T
o Senales discretas: En el intervalo ny < n < na:

N 1 2
r= ———— T(ni. 17&
TP (172

Para un intervalo simétrico, —N <n < N:

72 2N1+ : nz z[n). (17b)
e El valor medio viene dado por:

o Senales continuas:

zav 2 lim l/m z(t)dt = lim i/T z(t)dt. (18)
T—oo T J_ 19 T—oo 2T J_p
o Senales discretas:
A 1 al

xAVZA}lHl)O 2N+1”Z z[n]. (19)

e El valor medio para senales periddicas también se puede calcular de la
siguiente forma:

o Senales continuas:

1
Tay = = / z(t)dt (20)
T <T>
o Senales discretas: 1
Tay 2 N x[n] (21)
ne<N>

= Valor de pico:
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e Senales continuas:
z, = méx{|z(t)|, t € R}. (22)

e Senales discretas:
T 2 max{|z[n]|, n € Z}. (23)

= Potencia instantanea:
Por analogia con las senales que representan magnitudes fisicas, se puede hablar
de potencia y energia.

Asi por ejemplo, para una resistencia, la potencia instantanea:

p(t) = v(t)i(t) = }%qﬁ(t) — R2(1).

Vemos que es proporcional a la senal al cuadrado. En otros ejemplos ocurre lo
mismo.

e Senales continuas:

e Senales discretas:

» Energia: suma (integral) de la potencia instanténea.

e Energia total en un intervalo de tiempo:

o Senales continuas:
En el intervalo t1 <t < ty:

N
E = / |lz(t)[2dt. (26a)
t1
Para un intervalo simétrico, =T <t < T"
T
Bp A / (1) 2dt. (26b)
-7

o Senales discretas:
En el intervalo nqy < n < ns:

E=Y Jan]” (27a)

n=ni

Para un intervalo simétrico, — N <n < N:

Ex = Y Ja[n) (27b)
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e La energia total (en un intervalo infinito) viene dada por:
o Senales continuas:
A T oo
Eye = lm [ |z(t)]’dt = / |(t)]dt. (28)

T—o0 _T 00

o Senales discretas:

N 00
A 2 _ 2
Eoo = lim. ;Nll’[n]l = n:ZOOII[N]I : (29)

Hay senales para las que esta integral (sumatorio) no converge, como por
ejemplo:

xl(t) = IEQ(t) =C.

S 3=

x1[n] = , xo[n] = C.

En estos casos, F,, = .

Por ello, nos va a interesar otra medida relacionada, que es la potencia
media.

» Potencia media: valor medio de la potencia instantanea.
e En general, la potencia media viene dada por:
o Senales continuas:

A L 1 T/2 ) ) 1 T )
P = lim — lz(t)|*dt = lim — |z (t)|dt. (30)

T—oo T’ -T/2 T—o0 2T _T

o Senales discretas:

N

A i 1 2
Foe = Jim, 2N+1nZ [=lnll” (31)

e En el caso particular de senales periddicas, también son aplicables las
siguientes expresiones:

o Senales continuas:

1
P2 = / (1) dt. (32)
T <T>
o Senales discretas:
Al
Po =5 D, ol (33)
ne<N>

Ejemplo: z(t) = 2.
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E :/ |x(t)|2dt:/ 4dt = oo.

[e.e]

2.4. Senales de energia y de potencia

Segun las definiciones de energia y de potencia de una senal, se puede hablar de
tres clases de senales:

= Senales de energia: son senales con energia total finita.

0< By < o0.
Tienen P, = 0:
, 1 T 2 , ET
Pm_qlgroloﬁ/T|x(t)| dt—Tlggoﬁ—O. (34)
N
R 1 2 12 EN o
Foe = lm 2N+1n:ZN‘x[n” N1 (35)
Ejemplo:
x(t)
1
t
1 2

16



= Senales de potencia: son senales con potencia media finita.
0<P o< = FE=o0.
Dado que tienen P,, > 0, integrando (sumando) en un intervalo infinito, se
obtiene F,, = 00.
Ejemplos:
xo(t): cualquier senal periddica con valor de pico, x,, finito.
= Senales con F,, y P, infinitas.

Ejemplo: z(t) = t.

r 27"
E. = lim / |t|?dt = lim t2dt = lim —F = lim —— = oo.
T—o0 _T 3

T—o0 _T T—o0 T—o0 3

S Y L . Er .27
Pw—%zlsoﬁ/_T“'dt—Mm—%zﬂoﬁ—T—w

3. Sistemas continuos y discretos

Sistema: proceso por el cual las senales de entrada son transformadas por el sis-
tema, o provocan que éste responda de alguna forma, dando lugar a otras senales como
salidas.

Segun si las senales de entrada y salida son continuas o discretas, se habla de:

s Sistemas continuos: Senales continuas de entrada son transformadas en seniales
continuas de salida: z(t) — y(t).

z ( t) Sistema

—y(t)

continuo

» Sistemas discretos: Senales discretas de entrada son transformadas en senales
discretas de salida: z[n] — y[n].

Sistema
z[n] —— —y[n]

discreto

Ademés existen sistemas que tienen entrada continua y salida discreta (muestreadores)
y viceversa (interpoladores), que veremos en el tema de muestreo (tema 7).
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3.1. Ejemplos sencillos de sistemas

Una de las ventajas del estudio de sistemas es que sistemas muy distintos fisicamente

producen expresiones matematicas similares.

Ejemplos de sistemas continuos:

s Circuito RC:

w@® )= w

Considerando vs(t) como la senal de entrada y v.(t) como la senal de salida,

obtenemos: . .
vs(t) = Ri(t) +v.(t) = i(t) = w,

o Adue(t)

i(t)=C s

Por tanto, se obtiene la siguiente ecuacién diferencial que relaciona la salida con

la entrada del sistema:
dvc(t) 1 1
(1) = ==ws(t).

—_|__

dt RC

pv m | (
~—

Si consideramos f(t) como la sefial de entrada y v(t) como la senal de salida, m

la masa del objeto y pv la resistencia por friccion:

= Objeto mévil:

f(t) = ma(t) + pv(t), a(t) = Tt

£(t) = mdz(f) + polt).

Se obtiene la siguiente ecuacion diferencial para el sistema:

dv(t) p 1
i + Ev(t) = Ef(t)'

18



Ambos ejemplos son matemédticamente equivalentes, pues tienen la misma ecuacion
diferencial, que podemos escribir:

d‘z—it) + ay(t) = bx(t),

siento z(t) la senal de entrada al sistema, y(t) la senal de salida y a y b constantes.

Ejemplos de sistemas discretos:

» Cuenta de ahorro en un banco al final de cada ano:
Se obtiene la siguiente ecuacion en diferencias:
y[n] = 1,01y[n — 1] + z[n],
o de forma equivalente,

y[n] — 1,01y[n — 1] = z[n].

» Simulacion digital del objeto mévil:

Tomamos el tiempo en intervalos de longitud A:
t =nA.

Aproximamos la derivada mediante la primera diferencia:

du(t) v(nA)—wv((n—-1)A)
at A '
Por tanto, la ecuacién diferencial queda:
v(nA) —v((n—1)A)
A
usando las siguientes definiciones de senales discretas a partir de las continuas
muestreadas:

+ Loy = % Fnd),

obtenemos:

pA A
_ -1 = _ =
ofn] = vl — 1]+ E=ofn] = = fla),
y agrupando términos:

m+ pA A

v[n] —vn—1] = Ef[n]

Si finalmente dividimos la ecuacién por el factor (m + pA)/m:

m A
v[n] — mv[n —1] = mf[n]

m

Se puede observar que ambos son ejemplos del mismo tipo de sistema, ya que tienen
la misma ecuacién en diferencias:

y[n]—ayln — 1] = bzxn].
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3.2. Sistemas elementales (transformacién de la variable in-
dependiente)

Un concepto fundamental en el analisis de senales y sistemas es el de la transforma-
cién de una senal mediante un cierto sistema. Vamos a ver algunas transformaciones
elementales de senales, que seran muy importantes en el resto de la asignatura, y nos
permitiran entender mejor algunas propiedades de las senales, ya vistas, como son
las seniales pares e impares, reales e imaginarias, hermiticas y antihermiticas (ver sec-
cién 2.1), senales periddicas (ver seccién 2.2), y de sistemas, que veremos en la seccién 5.

En primer lugar veremos algunas transformaciones elementales sobre la amplitud
de la senal, o sumas y diferencias sobre la senal:

= Cambio de nivel: multiplicaciéon de la senal por una constante.

Amplificacion: A > 1.
Atenuacién: A < 1.

= Conjugacioén:

z(t)—{ T > z*(t) zn] — T > z*[n]

Se ha usado en senales reales e imaginarias y hermiticas y antihermiticas.

= Integracién:

o(t) — T = ['_a(r)dr

= Sumacién o acumulacién: equivalente a la integracion para senales discretas.

m=—0Q

= Derivacion: operacién inversa a la integracion.
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dx(t)

x(t)—» T — a

» Diferenciacién o primera diferencia: operacion inversa a la sumacion.

zn] ——s T > z[n] —x[n—1]

A continuacién veremos operaciones elementales realizadas sobre la variable in-
dependiente.

= Desplazamiento o corrimiento en el tiempo:

e Continuo:

x(t)— T = a(t—toy)

AN

0
x Retardo: to > 0. x Adelanto: t, < 0.
l’(t — to) .T(t — to)
/ kﬁ\ t /\ BN
to to

e Discreto:
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T

* Retardo: ng > 0. x Adelanto: ny < 0.

x[n — n)

x[n — ng|

H [ n hTT;@ n

| noéill

Se ha usado para definir las senales periddicas.

) l l

= Inversion en el tiempo o abatimiento: reflexion respecto al origen de tiempos.

x(t) — T > z(-t)

zn|—— T

ﬂ"\ t “TT
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Se ha usado para definir senales pares e impares y hermiticas y antihermiticas.
Ejemplo: cinta escuchada al revés.

» Cambio de escala:

e Continuo:

0 to
x Compresion: a > 1. x Expansion: a < 1.
z(at) x(t)
/\\’\ . /\v\ ;
to to
O a O a

Si I(to)zo, at =ty = t:to/a.

e Discreto:
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x Compresion o diezmado:

z[n]—— T > zlkn|, k€N

x Expansion o insercion de ceros:

zn]—{ T > z[n/k|, k€N

x[n/2]

0

La expansion discreta o insercién de ceros se define de la siguiente forma:

s [alnfkl, n= Mk,
x[n/k] = {0 Lesto : M e Z.

Ejemplo: cambio de velocidad en disco de vinilo.

= Transformacion lineal del eje de tiempos:

z(t)— T > z(at+8), a,fER
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Conserva la forma de la senal, pero:

|a| < 1: alarga linealmente la senal.

|a] < 1: comprime linealmente la senial.

e o < (: invierte en el tiempo la senal.

B # 0: desplaza en el tiempo la senal.
Forma de hacerlo graficamente de forma sistemética!:

1. Desplazamiento: z(t) — x(t+ 3).
2. Escalamiento y/o inversion: z(t + ) — z(at + 3).

Ejemplo: z(t) — z (3t+1).

r(t) =x(t+1)

1
| t

-1 0 i
xo(t) = x1(3/2t) = x(3/2t + 1)

1

t
—-2/3 o 2/3

Podemos comprobar que en ciertos instantes temporales de interés el resultado
es correcto:

ot=-} = «(3- (=3 +1) =w(-1+1) =(0);
ot=0= z(3-0+1)=ux(1);
ct=% = a3 i) =e0+1)=2(2)

1Se puede hacer en el orden inverso pero hay que tener cuidado.
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4. Senales elementales

Vamos a ver algunos tipos de sefiales que no sélo aparecen con frecuencia, sino que
ademads sirven como bloques fundamentales (bases) mediante los que formar muchas
otras seniales mas complejas.

4.1. Senales exponenciales y senoidales

4.1.1. Continuas

Senial exponencial compleja continua:

z(t) = Ce”, C,seC. (37)
C =|C|e", (38a)
5=0+ jwp. (38b)

Dependiendo de las constantes C' y s, podemos tener senales con distintas carac-
teristicas:

» Senales exponenciales reales: C;s € R, (s = o).

z(t) = Ce”, C,0€R, (39)

Hay tres posibilidades, segin el signo de o
e Creciente: o > 0.
Ejemplos: reacciones en cadena, poblacion con nacimiento y sin muerte.

e Decreciente: 0 < 0.
Ejemplos: circuitos RC, sistemas mecanicos amortiguados.

e Constante: 0 = 0.
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Ax(t)
c>0

C c=0
o<0 t

= Senales periddicas exponencial compleja y senoidal: s = jw,, puramente
imaginaria.

z(t) = Ce™', CeC, w R (40)
Podemos expresarlas de la siguiente forma:

z(t) = |C|elfelw0t = |C|ed w0t H0), (41)
El caso mas sencillo de exponencial compleja es para la constante C' = 1:

z(t) = eIt (42)

05—

Parte imaginaria
o
|

05— : T EERRREEES

Parte real
Son senales periddicas, ya que cumplen la ecuacién (12):

z(t) =zt +1T), Vi,

(C]e0eint — |C]edfede0(+T) — ||l edent giwoT (43)
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¢
e/l = 1. (44)

Siwgy = 0, la senal es constante, x(t) = C, y es periddica, para cualquier periodo,
T.

Si wy # 0, para que se cumpla la condicién dada por la ecuacion (44), weT debe
ser multiplo de 27, es decir:

wol = 2mm, m € Z. (45)

Segun la definicién vista de periodo fundamental (valor minimo del periodo), éste
debe cumplir:

wol = £27, (46)
por lo que el periodo fundamental de una exponencial compleja continua es:
2
Ty = —. 47
0 |C<J0| ( )

wp es la frecuencia fundamental, en rad/s, de la exponencial compleja periddica,
y estd relacionada con la frecuencia fundamental en Hertzios:

wo = 27 fo. (48)

Las exponenciales e/t y =70t tienen el mismo periodo fundamental, Tj.

Una senal muy relacionada con la exponencial compleja peridédica son las senales
senoidales (seno y coseno):

z(t) = Acos(wot + 0). (49)

t) = Acos(wot + 0
x(t) cos(wy )T0 — 9/

At

ACOSO/

En la ecuacién (47) se observa que el periodo fundamental y la frecuencia funda-
mental son inversamente proporcionales. Como se ve en la siguiente gréfica, si se
aumenta la frecuencia fundamental, aumenta la velocidad de oscilacion y dismin-
uye el periodo fundamental, y viceversa. Ademas este incremento en la velocidad
de oscilacién con la frecuencia fundamental es mondtono, es decir, siempre que
se aumente la frecuencia fundamental de la senal exponencial compleja, aumenta
la velocidad de oscilacion.
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A partir de la relacion de Euler:

70! = cos(wot) + j sen(wpt), (50)

las senales senoidales también pueden ponerse en forma de exponencial compleja
periodica:

A . A .

Acos(wyt + 0) = 5639€ont + Ee—Jee—ont _ A:Re{e](wot—i-@)}’ (51a)
A o junt Ao —juot j(wot+0)

Asen(wot +0) = TGJ el — 5:¢ eIt = AIm{e? 0t} (51Db)
J J

Este tipo de senales aparecen en los sistemas fisicos con conservacién de energia,
como por ejemplo, en la respuesta natural de un circuito LC, en el movimiento
armoénico simple o en la presiéon actstica de una nota musical.

Las senales periddicas en general y éstas en particular, son ejemplos de senales
de potencia (hacemos el célculo para z(t) = e/“0t):

To ) TO
Eo - / ‘ejwotﬁdt = / 1dt == To. (52)
0 0

Como hay un ntmero infinito de periodos, al integral a todo el tiempo, obtenemos
una energia total:

E = / 7 2t = oo, (53)

La potencia media la podemos obtener con la expresion para senales periddicas:
IR E

Po=— [ |ePdt = =2 =1, (54)

o bien con la expresion general:

1 (T 2T
— { _ Jwot |2 — { - =
P, = lim 2T/ |e?°"|%dt = lim 5T 1. (55)

T—o0 T T—o0
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Las senales peridédicas exponenciales complejas son fundamentales para el analisis
de senales y sistemas, pues se pueden emplear como base para muchas otras
senales, como veremos en el tema 4.

Para ello es 1util considerar conjuntos de exponenciales complejas rela-
cionadas arménicamente:

Pr(t) = T, (56)

Todas las exponenciales complejas relacionadas arménicamente tienen la propiedad
de son periédicas con un periodo comun 7Ty:?

o(t) =zt +Ty) = e o =1. (57)
wiTy = 27k, k € Z. (58)
Si definimos wy como?:
Wy = T07

la frecuencia fundamental de cada una de las exponenciales complejas relacionadas
armoénicamente es:
wi = kwo. (60)

Sus frecuencias fundamentales, wy, son multiplos enteros de una sola frecuencia,
wo > 0.

27y

oi(t) = et = I* 7t (61)

El periodo fundamental de cada exponencial compleja relacionada armoénicamente

sera:
2w 2 To

sl [klwo — [K]’

por lo que, como ya hemos dicho, ¢(t) es también periédica con periodo Tj
(multiplo del periodo fundamental).

keZ, (62)

Ademas dado que k € Z, hay infinitas exponenciales complejas relacionadas
armoénicamente con un cierto periodo Tj.

2T, no es ahora el periodo fundamental de cada una, sino el periodo comin de todas ellas.
3wp tampoco es ahora la frecuencia fundamental de cada una, que serd wy.
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= cos(3wpt)

= Senales exponenciales complejas generales:

Tienen la forma mas general:

z(t)=Ce”, C,s€C, (63)

donde s estda dado en forma rectangular y C' en forma polar:
= |C|e??, (64a)
5 =0+ jwp. (64b)
Podemos interpretarlas a partir de los dos casos anteriores:
z(t) = Ce’t = |C|efelotiw0)t — |0t ed (Wt +0) (65)
y a partir de la ecuacién de Euler:
z(t) = |Cle” cos(w,t + 0) + j|Cle” sen(w,t + 6). (66)
Corresponden a senales oscilantes crecientes o decrecientes, con envolvente:

£|Clet. (67)

Segun sea el signo de o, tendremos:

e o = (: exponencial compleja periddica (partes real e imaginaria senoidales
periddicas).
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e 0 > 0: exponencial compleja periédica por exponencial creciente’ (partes
real e imaginaria senoidal por exponencial creciente).

e 0 < 0: exponencial compleja periédica por exponencial decreciente (partes
real e imaginaria senoidal por exponencial decreciente).

Parte imaginaria
Parte imaginaria

En el caso real:

o3>0 7 <0

;f\ﬁ\‘/ﬁ’,\ﬁ{)}\q /\/\ ! [\ /\/\ A&V‘#’-‘V‘/ !
_‘|5|“V\\/\V V V-2

Ejemplos de este tipo de senales para el caso amortiguado (o < 0) aparecen por
ejemplo en circuitos RLC o en sistemas mecanicos con fuerzas de amortiguamiento
y restauracion.

4.1.2. Discretas

Senial exponencial compleja discreta:
zln| =C2", C,zeC. (68)

C =|Cle?, (69a)

4El resultado ya no es periédico
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z = |z|e?®. (69b)
Para que sea una expresiéon més andloga al caso continuo también se puede poner
de la siguiente forma, aunque es menos habitual:
z[n] = Ce™, C,B€C, (70)
donde
z =’ (71)

Dependiendo de las constantes C'y z, podemos tener senales con distintas carac-
teristicas:

= Senales exponenciales reales: C,z =r € R.

Segun el valor de 7:

e |r| > 1: crece exponencialmente.

|r|<1: decrece exponencialmente.

r > 0: valores del mismo signo.

r < 0: valores con signo alterno.
e r = 1: valor constante.

e r = —1: valor alterno C.

z[n] x[n]

0<z<l1

=
3

\\N\TTTTTT Terevonans

Moe::w?d‘TTTTTﬂT

-10 -8 -6 -4 -2 6 8 10 -10 -8 -6 —4 =2 8

n

o :<e_1 el — 9 ? /T/ T T n T T ? - & ® e}@/_:/jjji
10 -8 =6 -4 °22 (é2$4$‘§‘l~8l10 —10L L 6 h—1-d— R A R
0 I 0 A A O
—10 -8 —6 —4 -2 2 4 6 8 10 flolfslfelfleﬁl l2l4l6lslw
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» Senales senoidales: |z| = 1.
z[n] = Ce?™™ CeC, Qy €R. (72)
Podemos expresarla de la siguiente forma:
slin) = €l = |CJel %) (73
El caso maés sencillo corresponde a C' = 1 (ecuacién de Euler):
7™ = cos(Qon) + 7 sen(Qon). (74)

al igual que en el caso continuo, estd muy relacionada con las senales senoidales:

A A
z[n] = Acos(Qon + 0) = 56396390” + 56”967390". (75)
Al igual que en el caso continuo, son senales de potencia (E, infinita, P,
finita), pero en este caso no son necesariamente periédicas, como veremos en la
seccion 4.1.3.

= Senales exponenciales complejas generales:

Tienen la forma més general:
z[n] =Cz", C,ze€C, (76)
donde C'y z estan dados en forma polar:
C =|C|e”, (77a)
z = |z]et. (77b)
Podemos interpretarlas a partir de los dos casos anteriores, expresando:
z[n] = C2" = |C||2|"e? o+ = | O[] 2|" cos(Qon+6)+7|C||z|" sen(Qon—+8). (78)

Segun sea |z| tenemos distintos casos:
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e |z| = 1: senal senoidal (partes real e imaginaria senoidales).

e |z| > 1: senal senoidal por exponencial creciente.

e |z| < 1: senal senoidal por exponencial decreciente.

4.1.3.

Propiedades de periodicidad de las exponenciales discretas

Para la senal periddica exponencial compleja continua hemos visto que tiene las

siguientes propiedades:
1. e/l es periddica, V wy.
wp, mayor serd la velocidad de oscilacién de la senal.

cierto periodo dado Tj.

. Exponenciales complejas distintas para distintos valores de wy. Cuanto mayor sea

Existen infinitas exponenciales complejas relacionadas armoénicamente con un

Vamos a ver que estas propiedades son distintas para el caso de las exponenciales

complejas senoidales
manejarlas.

discretas , lo que hard que haya que tener cierto cuidado al

Estudiaremos, sin pérdida de generalidad, las propiedades de z[n] = e/,

1. Periodicidad:

Aunque una senoidal discreta oscile, y tenga envolvente periddica, no tiene por
qué ser necesariamente periddica, pues dependera de donde estén colocadas las

muestras. Sabemos que para que sea peridédica se debe cumplir:

z[n] = z[n + NJ,

eIon — i0(M+N) o N _

9
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que se cumple sélo en el caso de que se cumpla la siguiente relaciéon:
QoN =2mm, m € Z. (80)

Por lo tanto, para que una senal senoidal discreta sea peridédica, debe
cumplirse la siguiente condicion:

Qo m

== 81

2r N (81)
o lo que es lo mismo, que esta expresion sea racional.
En este caso, podemos obtener el periodo fundamental, Ny, que sera el minimo
valor del periodo:

2
Ny = min {—Wm} , m € Z. (82)
Qo
La frecuencia fundamental ahora no sera )y, como en el caso continuo, sino:
Q(] 2
02 83
m N (83)

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1: x[n] = cos(2mn/12), Qo =27/12 = x/6.

x1[n] se puede ver como muestras de x;(t) = cos(2nt/12) cada t = 1s. Esta senal
tiene frecuencia fundamental wy = 7/6 rad/s y periodo fundamental Ty = 12s.

El periodo fundamental sera:

2 2 m=
Ny = min{Q—Zm} = min{ﬂ—;%m} =min{12m}, me€Z 220 Ny = 12.

La senal z1[n| se repite cada 12 puntos, o lo que es lo mismo, cada periodo de la
envolvente.

x1[n]
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Ejemplo 2: z9[n] = cos(87n/31), €y = 8xr/31.

xg9[n| se puede ver como muestras de xo(t) = cos(87t/31) cada t = 1s. Esta
senal tiene frecuencia fundamental wy = 87/31 rad/s y periodo fundamental
Ty = 31/4s.

El periodo fundamental sera:

2 2 31 m=
Ny = min {Q—Zm} = min{&T;rglm} = min {Zm} , meZL m=g Ny = 31.

La senal x;[n] se repite cada 31 puntos, o lo que es lo mismo, cada cuatro periodos
de la envolvente.

x9[n]

Ejemplo 3: x3[n] = cos(2n/5), Qp=2/5.

x3[n] se puede ver como muestras de x3(t) = cos(2t/5) cada t = 1s. Esta senal
tiene frecuencia fundamental wy = 2/5 rad/s y periodo fundamental T = 57s.

Tratamos de calcular el periodo fundamental de la senal discreta:

2 2
Ny = min Tt =mim b = min {bmrm}, m € Z = No periddica.
Qo 2/5

Aunque la envolvente, x3(t), es una senal periédica, la senal discreta, x3[n], no lo
es.

3[n]
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Ejemplo 4: Consideremos ahora la suma de dos exponenciales complejas periddi-
cas:

zn) = 951 4 3T,

El primer término tiene periodo fundamental N; = 3, mientras que para el se-
gundo Ny = 8. La suma de ambos términos es periédica y tendra como periodo
el minimo comuin miltiplo de ambos.

N() = mcm{Nl, N2} = 24. (84)

{0 | \ =
! \

e g TT 2ot 1] »
‘ 4

‘
N L ! ' [ ' ' 0 ' ! h ! N
5o \ T Q5
Joas s | P N I T3S PR K5 |40
,
!
,
‘
|

Ny =24

Se puede comprobar que para senales continuas, una combinaciéon lineal
de senales periddicas no tiene por qué ser periddica, ya que no siempre
existe el minimo comin multiplo de ntimeros reales. Para el caso discreto la
combinacion lineal de senales periddicas siempre es periddica, ya que
para nimeros naturales siempre existe su minimo comuin multiplo.

Ambigiiedad:
ej(Qo+27r)n _ ejQOn 6j27rn _ ejﬂon. 85
g (85)
1
Una exponencial compleja discreta de frecuencia ) es la misma que una de

frecuencia Qo + 27, ..., Qo + 27k, k € Z.

Al contrario del caso continuo, en el cual todas las exponenciales complejas son
distintas para distintos valores de wy, en el caso discreto no son todas distin-
tas. Solo es necesario considerar un intervalo para la frecuencia fundamental de
longitud 27. Por conveniencia se usa:

0<Qp<2m, 6 —m<Qy <. (86)

Debido a esta periodicidad en la frecuencia fundamental, no hay un incremento
continuo de la velocidad de oscilacién con la frecuencia fundamental:

0<Qy<m = Incremento de velocidad de oscilacion, (87)
T < Qo < 2r = Disminucién de velocidad de oscilacién.
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0
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Las exponenciales de alta frecuencia son las que tienen frecuencias cercanas a m

Las exponenciales de baja frecuencia son las que tienen frecuencias cercanas a 0
(r(2k+ 1), k€ Z).

27k, k€ Z).
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En particular: ‘ .
elm™m — (ejw)n — (_1)n’

cambia de signo en cada punto. Es la senal discreta de mayor frecuencia posible.

3. Completitud: esta relacionado con las exponenciales complejas relacionadas
armoénicamente.

Al igual que para el caso de senales continuas tiene interés considerar exponen-
ciales complejas discretas periddicas relacionadas arménicamente (con
periodo comin N):
— HJSn
¢r[n] = ", (88)

Todas las exponenciales complejas relacionadas arménicamente tienen la propiedad
de que son periédicas con un periodo comun N:°

z[n] = z[n + N] = &N =1, (89)
N = 21k, k € Z. (90)
Si definimos €y como®:
2
Qo v (91)

la frecuencia fundamental de cada una de las exponenciales complejas relacionadas
armonicamente sera:

27
Q. = kQy = l{;N (92)
Sus frecuencias fundamentales, €2, son multiplos enteros de una sola frecuencia,
Qo > 0.
Pr[n] = e?*om = eIRRn, (93)

Pues bien, en el caso continuo todas las exponenciales complejas relacionadas
armoénicamente con un cierto periodo Ty son distintas, y hay infinitas:

ou(t) = Tt k=0, 4+1,+2, ... (94)
Para el caso discreto esto no es asi, ya que:

Oryn[n] = /BTN = T @2 = KR = gy [n) (95)

1

Por lo tanto, sélo existen N exponenciales complejas discretas relacionadas
armoénicamente de periodo N.

do[n] = dn[n], ¢1[n] = dnia[n], d-1[n] = dn-a[n], ... (96)

En la tabla 1 se muestra un resumen comparativo de las propiedades de las
exponenciales complejas senoidales continuas y discretas.

5Siguiente la notacién del Oppenheim, ahora usamos para el periodo comtun la notacién N y no
Ny.
69 no es la frecuencia fundamental de cada una, que serd Q.
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4.2. Senales impulso unitario y escalén unitario

Veremos a continuacién otras senales bésicas como son el impulso unitario u el
escalén unitario, tanto continuo como discreto. Estas senales seran fundamentales para
la caracterizacion de senales y sistemas que veremos en el tema 3. Comenzaremos por
las senales discretas, que son mas sencillas en este caso que las continuas.

4.2.1. Discretas

» Impulso unitario”: §[n]
Se define como:
0, n#0,

Sinl =
M=01 azo

(97)

Es una senal que vale 1 exclusivamente cuando su argumento es cero y cero en
caso contrario.

Cuestién: ;Como seran las senales d[n — 3], §[n + 1] y d[n — ng|?

» Escalén unitario: u[n].
Se define:
0, n<O0,

uln] =
1, n>0.

(98)

Es una senal que vale 1 cuando su argumento es mayor o igual que cero y cero
en caso contrario.

Se puede ver que ambas senales estan relacionadas. El impulso unitario discreto
es la primera diferencia del escaléon unitario discreto:

d[n] = uln] —uln —1J. (99)

"También llamado delta de Kronecker, especialmente en matematicas.
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Por su parte, el escaléon unitario es la sumacién del impulso unitario:

uln] = > d[m]. (100)

m=—0oQ
Intervalo de suma d[m]
S 1 n<0 — uln] =0,
w
| m
n 0
Intervalo de suma d[m]
__________________ I~~~ n20—>U[n]=1-
|
I m
0 n

Haciendo un cambio de variable, esta expresiéon se transforma en otra equivalente
que serd ttil en el tema 3:

cv.. k=n—m = m=n-—k,

uln] = d[n — k],

y colocando el extremo menor del sumatorio abajo, como es norma habitual:

uln] = Z dn — k. (101)

k=0
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d[n — k] Intervalo de suma

La ultima expresion es equivalente a la suma de impulsos retardados (usado en
el tema 3):

uln| = ié[n—k] = ... +dn+2|+0n+1]+6[n]+dn—1]+0[n—2]+.... (102)

El impulso unitario discreto se puede usar para obtener muestras de una senal
discreta:

z[n]

z[nld[n] = z[0]d[n]. (103a)
T?iTTli?T” o
x[0]
X = w—o—o—o—T—o—o—o—o—n
6[n]
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Para otro n # 0, desplazando la delta a ng:

x[nld[n — neol = x[neld[n — ny). (103b)
Lo lte e
-4 -3 J)—l 0 O 3 4 x[ng]d[n—[n(]]]
X = w—o—o—o—o—o—T—oo—o—n

d[n — no)

Tl
n
—O0—0——0—0——"0—-=0 O—0O
0 no

A la ecuacién (103) se la denomina propiedad de muestreo del impulso
unitario discreto.

4.2.2. Continuas

Empezamos en este caso definiendo el escalén unitario.

» Escalén unitario: u(t).

Se define de forma similar al escalén unitario discreto:

ult) = {0’ <0, (104)

1, t>0.

u(t)

Se puede ver que es discontinuo en ¢t = 0, por lo que la definicion del impulso
unitario no sera tan sencilla como en el caso discreto, si bien su relacion si sera su
analoga, como veremos a continuacion.
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» Impulso unitario: 6(¢).

Partimos de relaciones con el escalén unitario equivalentes al caso discreto, es de-
cir, en vez de sumacién, integracion, y en lugar de primera diferencia, derivacion:

u(t) = /_ 5(r)dr. (105)

5(1) = d@f). (106)

La tltima expresién presenta problemas formales, pues u(t) no es continua en
t = 0, por lo que formalmente no es derivable.

Consideramos una aproximacion al escalén unitario que si es derivable, ua(t), ya
que pasa de 0 a 1 con una pendiente alta, pero no infinita.

UA (t)

0 A

Su derivada, denotada como da(t), ya no presenta problemas formales:

Sa(t) = d“gt(”. (107)

oa(t)

D=

0 A

Se observa que da(t) es un pulso corto de duracion A y altura 1/A, y drea 1,
independientemente del valor de A.

En el limite:

u(®) =l ua(t), (108
3(t) = lim b ), (109

d(t) es una idealizacién de 0a(t), cuando su anchura se hace insignificante y su
altura se hace infinito, pero su area es siempre unitaria.

/OO S(t)dt = 1. (110)
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Se representa como una flecha colocada en t = 0, para indicar que su area esta con-
centrada en torno a este instante. La altura de la flecha, asi como la etiqueta
colocada junto a la misma indican su area y no su altura, ya que 6(t) es
una senal de area.

o(t)
1
4
0
Un impulso escalado, Cd(t), tendra area C:
/ Co(tydt = C, (111)
t
/ Co(r)dT = Cul(t). (112)
o(t)
C
4
0

Podemos realizar las mismas interpretaciones graficas que en el caso discreto, ha-
ciendo los cambios oportunos del mundo discreto al continuo. Asi la ecuacion (105):

u(t) = /t d(r)dr,

— 0o
Intervalo de integraciéon 5(7)
1 E<0 — u(t) =0,
|
I T
t 0
Intervalo de Infegracion | o),
iy : t>0 — u(t)=1.
I T
0 t
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Haciendo el cambio de variable c =t —7to7 =1t — 0:

u@y:/t5@MT:/®ar—@@@¢p:Am5@—ama (113)

— 00 [e.o]

Teniendo en cuenta que el impulso unitario es una senal par:

t—o0)=06(c—1), (114)

5(t — 04 Intervalo de integracion

1 Tt t<0 — u(t)=0,
T 5 :
: b
Intervalo de integracion \l o(t—o)

SR t>0 — u(t)=1
5 T :
b :

Al igual que ocurria en el caso discreto, el impulso unitario continuo se puede
emplear para obtener muestras de una sefial continua (esto serd muy importante
en los temas 3 y 7).

Lo vemos mediante la aproximacion da (t):

z(t)
1 oa(t)
A
/:1:(0;>
t
0 A
#1(t) = a(t)5a (1), (115)
Si A < = x(t) es aproximadamente constante en 0 < ¢ < A:
x(t)0a(t) = 2(0)0A(t). (116)
En el limite cuando A — 0:
x(t)o(t) = x(0)d(¢t). (117a)

De forma similar, para un impulso unitario desplazado:

2(£)3(t — to) = x(to)d(t — to). (117b)
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A la ecuacién (117) se la denomina propiedad de muestreo del impulso
unitario continuo.

000

Ejemplo: obtener la derivada de:

x(t)

5. Propiedades basicas de los sistemas

Analizamos las propiedades més importantes que pueden tener los sistemas, tanto
continuos como discretos®.

Antes de empezar a ver las propiedades de los sistemas, es conveniente indicar la
forma de proceder para demostrar que un sistema tiene o no una propiedad?:

= Si queremos demostrar que un sistema posee una cierta propiedad, debe-
mos hacerlo a partir de la definicion y debe cumplirse para todos los elemen-
tos que aparezcan en la definicién (senales, instantes de tiempo, desplazamientos,
constantes, ... ).

= Si queremos demostrar que un sistema no posee una cierta propiedad,
es suficiente con que no se cumpla la definicion para una determinada senal
de entrada, o en un determinado instante de tiempo, o valor de las constantes
involucradas, .... Por tanto, en este caso la demostracion se puede realizar de
dos formas alternativas:

e A partir de la definicion como en el caso afirmativo, pero llegando a la
conclusion de que en general no se cumple la definicion.

e Mediante un contraejemplo concreto que demuestre que se incumple la
definicion.

8 Aunque sélo se pongan las definiciones para sistemas continuos, para el caso discreto son total-
mente equivalentes.

9Para demostrar que un sistema posee o no una propiedad no es suficiente con enunciar la
definicién y sin demostrar cosa alguna, llegar a una determinada conclusién,
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5.1. Sistemas con y sin memoria

» Sistema sin memoria: la salida en cada instante de tiempo (to,n9) depende
sélo de la entrada en ese mismo instante de tiempo (g, ng).

= Sistema con memoria: la salida en cada instante de tiempo depende de la
entrada en un cierto instante de tiempo distinto (también puede depender del
instante actual).

Ejemplos:

» y[n] = (2z[n] — 2%[n])?, Sin memoria.

» y(t) = Ra(t), Sin memoria (resistencia).

w y(t) =x(t), y[n]==x[n], Sin memoria (identidad).

» y[n] =z[n —1], Con memoria (retardo).

» yn]= > x[k], Con memoria (acumulador o sumador).
k=—o0

y(t) =5 joo (1)dr, Con memoria (condensador).

El concepto de memoria corresponde a cualquier mecanismo que permite almacenar
(recordar) informacién de entradas pasadas (o futuras).

Por ejemplo, en el acumulador:

sl = S aftl = afnl+ S alk] = 2fn] +yln — 1]

= En los sistemas fisicos: memoria = almacenamiento de energia.

e Condensador: almacenamiento de carga eléctrica.

e Automovil: almacenamiento de energia cinética.

= Sistemas digitales: memoria = almacenamiento de valores en registros.

Nota: aunque el concepto de “memoria” sugiere recordar el pasado, no es necesario;
también se puede referir al futuro. Esto puede no parecer real, pero puede ocurrir, por
ejemplo, si la variable independiente es espacial (en imagen). En este caso el valor
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de salida en un pixel puede estar relacionado con el valor de entrada en los vecinos
(“pasados” y “futuros”).

N N

y[nl,n2] = Z Z xz[nl —p,n2 — q|.

p=—Ng=—N

5.2. Causalidad

» Sistema causal: hay varias definiciones equivalentes:

e la salida en cualquier instante de tiempo depende sélo de valores de la
entrada en el momento presente y en el pasado.

y(t()) depende de .I‘(t), tg tO, Vto

e Son sistemas no anticipativos: si dos entradas son idénticas hasta cierto
instante, las salidas correspondientes deben ser también iguales hasta ese
instante.

Si Il(t) = l’g(t), Vit <ty = yl(t) = yg(t), Vit < to,vto.

s Sistema anticausal:

e la salida en cualquier instante de tiempo depende sélo de valores de la
entrada en momentos futuros.

depende de
—_—

’y(to) l‘(t), t > ty, Vto.

e Son sistemas estrictamente anticipativos: si dos entradas son idénticas para
tiempos posteriores a un cierto instante, las salidas correspondientes deben
ser también iguales para tiempos posteriores a ese mismo instante.

Si l’l(t) = Iz(t), Vvt > ty = ’yl(t) = yQ(t), vt > to,vto.

» Sistema no causal: si no es causal ni anticausal.
Ejemplos:

= Circuito RC, Causal.
La salida, v.(t), depende sélo de valores presentes y pasados de vg(t).
= Automovil, Causal.

No anticipa acciones futuras del conductor.
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» yln]=—zn+1]+2*n+2],  Anticausal.

La salida para todo instante de tiempo depende sélo de la entrada en instantes
posteriores.

w y(t) =2(t+ 1), Anticausal.

La salida en todo instante de tiempo depende sdlo de la entrada en instantes
futuros.

w y(t) =x(t)x(t+ 1), No causal.
La salida depende de la entrada en el instante presente pero también en el futuro.
= Sistema sin memoria, Causal.

La salida depende tnicamente de la entrada en el instante presente

5.3. Invertibilidad: sistemas inversos
Hay varias definiciones equivalentes para un sistema invertible:

— Un sistema es invertible si distintas entradas producen distintas salidas.
Stz (t) # 2(t) = yi(t) # ya(t), Vau(t), za(t); Vi,

» Un sistema es invertible cuando existe un sistema inverso, 7! tal que cuando la
entrada al mismo es y(t), su salida es x(t).

AT /siy(t) =T{xt)} = z(t) = T Hy(t)}, Vt.

= Un sistema es invertible cuando colocado en cascada con el sistema original,
produce una salida w(t) igual a la entrada x(t) del primer sistema.

El sistema completo (en linea punteada en el dibujo) es el sistema identidad.
Ejemplos:

w y(t) = 2x(t), Invertible.

Sistema inverso: w(t) = Sy(t).
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n y[n] = f: z[k], Invertible.

k=—o0
Sistema inverso: w[n] = y[n] — y[n — 1].

= y[n| =0, No invertible.
Distintas entradas producen la misma salida.

= y(t) = 22(t),  No invertible.
No se puede determinar el signo de la entrada a partir de la salida.
2o(t) = —a1(t) = 3a(t) = yu(D).

» Sistema de compresién sin pérdidas, Invertible.

5.4. Estabilidad

Un sistema es estable si entradas acotadas producen salidas acotadas.

Si |z(t)] < B, ¥Vt = |y(t)| < By, Vt; B,, B, € R".
Ejemplos:

= Sistemas fisicos con disipacién de energia: péndulo, circuito RC, automévil con
rozamiento. Estables.

» Ecuacién de cuenta bancaria, Inestable.

Salida crece indefinidamente aunque entrada esté acotada.

n

» Acumulador: y[n] = > z[k], Inestable.

k=—o00

<1,V = y[n] = éu[k;] — (n+ 1)u[n]. Crece

Si, por ejemplo, z[n] = u[n], |z[n]
sin limite.
v y(t) = tx(t), Inestable.

Si, por ejemplo, z(t) = 1, |z(t)| = 1,Vt = y(t) = t. Salida no acotada para
entrada acotada.

n y(t) = e, Estable.
Si |z(t)] < By, Yt = |y(t)| < P = By, Vt.
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Las dos ultimas propiedades son fundamentales y las usaremos a lo largo de toda
la asignatura: Invarianza en el tiempo y linealidad.

5.5. Invarianza en el tiempo

Un sistema es invariante en el tiempo si sus propiedades se mantienen constantes
con el tiempo.

En el lenguaje de las senales y sistemas, un sistema es invariante en el tiempo
si un desplazamiento cualquiera en el tiempo de la senal de entrada produce ese mismo
desplazamiento en la senal de salida.

Siy(t) =T{x(t)} = y(t —to) = T{x(t —t0)}, Vto.

Para que cumpla la propiedad debe verificarse para cualquier desplazamiento y
cualquier senal de entrada.

Forma de demostrar que un sistema es invariante en el tiempo:

1. Sea x(t) una entrada arbitraria = y;(t) = T{z1(¢)}.

2. Sea z5(t) = x1(t — to) para un ty arbitrario = yo(t) = T{za(t)} = T{z1(t — to)}.

3. El sistema es invariante en el tiempo si se cumple: yo(t) Loy (t — to).
Ejemplos:

» y(t) = sen[z(t)], Invariante en el tiempo.
Sea x1(t) una entrada arbitraria = y;(t) = sen[z;(t)].
Sea x9(t) = z1(t — to) para un ty arbitrario = y,(t) = sen|xs(t)] = sen[zy(t —to)].
Por otro lado: y; (t — to) = sen[xq(t — to)].
Por tanto, se cumple que: yo(t) = y1(t — to).
» y[n] = nxln], Variante en el tiempo.

Se puede usar la demostracién general, pero se puede comprobar facilmente con
un contraejemplo:

x1[n] = d[n] = wyi[n] = nwy[n] = nd[n] = 0.
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xo[n] = x1[n — 1) =0[n — 1] = yeo[n] = nay[n] = nd[n — 1] = jn — 1].
Como ys[n] # y1[n — 1], el sistema no es invariante en el tiempo.
w y(t) = x(2t), Variante en el tiempo.

Usamos la demostracién general:

Sea x1(t) una entrada arbitraria = y;(t) = x1(2t).

Sea x5(t) = x1(t — to) para un ty arbitrario = yo(t) = 22(2t) = x1(2t — to).
Por otro lado: y;(t — to) = x1(2(t — t9)) = x1(2t — 2tp).

Por tanto: ys(t) # y1(t — to).

5.6. Linealidad

Un sistema es lineal si posee la propiedad de superposicion: si la senal de entrada
al sistema es combinacién lineal (superposicién) de varias senales, la salida es la misma
combinacion lineal de las respuestas del sistema a cada una de las senales.

Si x3(t) = axy(t) + Bra(t)
U
y3(t) = aT{x1(t)} + BT{za(t)} = ayi(t) + Bya(t), Vai(t), za(t);, 8 € C.

Esta propiedad se puede dividir en dos:

» Aditividad: Si z3(t) = z1(t) + 22(t) = y3(t) = y1(t) + ya(7).

» Homogeneidad o escalamiento: Si z5(t) = axi(t) = y2(t) = ayi(t).

La propiedad de homogeneidad implica que en un sistema lineal, si la entrada
es nula, la salida debe ser asimismo nula.

Sta=0: z(t)=0 = y(t)=0.
Forma de demostrar que un sistema es lineal:

1. Sean z(t) y x5(t) entradas arbitrarias. y;(t) = T{z1(t)}, y2(t) = T{xa(t)}.
2. Sea x3(t) = ax(t) + Pxa(t), con constantes « y (3 arbitrarias.

3. y3(t) = T{xs(t)} = T{ax1(t) + Bxa(t)}.

10Serfa f4cil encontrar un contraejemplo, como z1(t) = u(t), y to = 1.
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4.

El sistema es lineal si se cumple: y3(t) < oy () + Bya(t).

Ejemplos:

w y(t) = ta(t), Lineal.

5.7.

Sean x1(t) y x2(t) entradas arbitrarias. y;(t) = tx1(t), yo(t) = txa(t).

Sea z3(t) = axy(t) + Px2(t) una combinacién lineal cualquiera de las entradas
anteriores.

ys(t) = tag(t) = tow (t) + Paa(t)] = atay (t) + Btaa(t).

Se cumple que y3(t) = ayy () + Bya(t).

y(t) = 2%(t),  No lineal.

Sean x1(t) y xo(t) entradas arbitrarias. y;(t) = x3(t), ya(t) = 23(t).

Sea x3(t) = awxq(t) + Pre(t) una combinacién lineal cualquiera de las entradas
anteriores.

ys(t) = 23(t) = (am1(t) + Bra(t))? = o223 (t) + B23(t) + 2081 (t) 22 (7).
Se ve claramente que y3(t) # oy (t) + Bya(t). M

y[n] = Re{z[n]}, No lineal.

No cumple propiedad de homogeneidad'?:

Poniendo una senal compleja cualquiera en forma cartesiana:
z1[n] = r[n] + js[n] = wln] = r[n].

xan| = axq[n] = yo[n] = Re{ar[n] + jas[n]}.
Por ejemplo, para a = j = ys[n| = Re{jr[n] — s[n|} = —sn|.

Se ve que ya[n] # ayi[n] = jrin].

Ejemplos de propiedades

Ejemplo 1: y(t) = *®.

= Memoria: La salida en cada instante de tiempo ty depende tnicamente de la

entrada en ese mismo instante: y(to) = e**) Vt;. —  Sin memoria

» Causalidad: Todo sistema sin memoria es causal. — Causal.

1Se puede demostrar también mediante un contraejemplo, como por ejemplo: z1(t) = x2(t) = a =

B=1.

2] as sefiales y constantes pueden ser complejas.
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» Invertibilidad: w(t) = In(y(¢)) = x(¢). Se obtiene una senal idéntica a la entrada
para cualquier instante de tiempo. — Invertible.

» Estabilidad: Si |z(t)| < B, V¢t = |y(t)| < eP = B,, Vt. — Estable.

» Invarianza en el tiempo: Sea z;(t) una entrada arbitraria = y;(t) = o1 (t)
Sea xz(t) = xl(t — to) para un ty arbitrario = yz(t) — o2(t) — pEi(t—to)
Por otro lado: y1(t — tg) = eri(t—to).

Por tanto, se cumple que: ys(t) = y1(t — to). — Invariante en el tiempo.

= Linealidad: Sean x(t) y x5(t) entradas arbitrarias. y; (1) = e®1®), yy(t) = e®2®,

Sea x3(t) = awxy(t) + Pre(t) una combinacién lineal cualquiera de las entradas
anteriores.

ys(t) = e®3(t) — pox1(t) oBra(t)
Como ys(t) # ae™® + fe2). — No lineal.

Por tanto el sistema es {-M,+C,+I,+E,+IT-L}.

Ejemplo 2: y[n| = z[n|x[n — 1].

= Memoria: La salida en cada instante de tiempo, ng, depende de otro instante de
tiempo distinto, ng — 1. — Con memoria

» Causalidad: La salida en cada instante de tiempo, ng, depende de la entrada en
ese mismo instante (presente) y en el anterior, ny — 1, (pasado). — Causal.

» Invertibilidad: Contraejemplo: Sean dos entradas distintas, x;[n] nula para las
muestras pares y xo[n] nula para las muestras impares, pero y;[n] = ys[n] = 0.
—  No invertible!?.

» Estabilidad: Si |z[n]| < B,, Yn = |y[n]| < B2=B,, Yn. — Estable.

» Invarianza en el tiempo: Sea x1[n] una entrada arbitraria = y;[n| = x1[n]z;[n—1].

Sea x5[n] = x1[n — ng] para un ng arbitrario = ys[n] = xan|asn — 1] = x1[n —
nolri[n —ng — 1J.

Por otro lado: y1[n — ng| = z1[n — nolz1[n — ng — 1J.
Por tanto, se cumple que: ys[n] = y1[n —ng|. — Invariante en el tiempo.
» Linealidad: Sean x1[n] y z3[n| entradas arbitrarias.

yi[n] = x1[n]z1[n — 1], yo[n] = xo[n]za[n — 1].

130tro contraejemplo sencillo es: xa[n] = —z1[n] = ya[n] = y1[n).
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Sea x3[n] = awxq[n] + Pxs[n] una combinacién lineal cualquiera de las entradas
anteriores.

ysln] = ws[njzs[n — 1] = (aa[n] + Bra[n])(axr[n — 1] + fasln — 1)
ys[n] = a?z1[n]zi[n — 1] + aBzi[n]ws[n — 1] + @Bz [n — 1zs[n] + B22s[n]as[n — 1.
Como ys[n| # ayr[n|+ Pya(n| = axq[n|zi[n—1]+ Bra[n]za[n—1]. — No lineal.

Por tanto el sistema es {+M,+C-I,+E,+IT-L}.

6. Interconexion de sistemas

Muchos sistemas complicados estan construidos mediante interconexién de sistemas
elementales.

Ejemplo: cadena musical.
Interconexién de: sintonizador de radio, reproductor de CD, pletinas, amplificador,
altavoces.

Interconexiones basicas:
= Serie o cascada: La entrada del segundo sistema es la salida del primero.

Ejemplo: receptor de radio seguido de amplificador.

Diagrama de bloques:

y(t)

() — T\ ——F>| To [—>2z(t)

= Paralelo: Se suma la salida de cada sistema correspondiente a la misma senal
de entrada.

Ejemplo: dos micréfonos conectados a un amplificador.

Diagrama de bloques:

T

Y

(t) — y(t)
15

Y

= Realimentacién: Un sistema controla a otro a partir de su salida.

Ejemplo: regulador de velocidad del automévil: ajusta el flujo de combustible
para mantener la velocidad constante.

Diagrama de bloques:

o8



15

A

Todo sistema lineal e invariante en el tiempo se puede realizar tinica-
mente mediante estas tres interconexiones bésicas.
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