SISTEMAS LINEALES
EXAMEN DE JUNIO 2011

1. Se desea conocer la respuesta al impulso de un sistema LTI continuo. Para ello se
realizan dos experimentos:

(a) Cuando la entrada es un escalén continuo, z(t) = u(t), la salida es de la forma

y(t) 2T,

- T

(b) Cuando la entrada es una senal periédica de periodo 7' =1 tal que la senal en
un periodo se define como

za(t) = e Hu(t) 0<t<1
la salida es un valor constante.

Calcule la respuesta al impulso del sistema y explique si existe alguna restriccién
para el valor T7.

Cuando la entrada en un sistema es un escalén u(t) a la salida tenemos la respuesta al escalon,
s(t). Dado que

du(t)
=4(t
o (t)
se cumple que
ds(t)
= h(t).
i (t)
Por lo tanto, es inmediato demostrar que
1 |t <Th
h(t) =
0 |t| >T

Para ver las restricciones de T acudimos a la segunda entrada. Dado que es una entrada
1
periédica de periodo 1, podemos escribirla como una serie de Fourier

o

x(t) = Z cpelF2mt

k=—00

siendo ¢ los coeficientes de la serie de Fourier. No es necesario su céalculo, pero lo podemos
hacer para asegurarnos que no son nulos:

1—e2

* T onky

La senal a la salida del sistema serd una serie de Fourier de la forma

y(t): Z bkejk27rt

k=—o00



con by = ¢ - H(k2mw). Como la salida es constante, esto quiere decir que el tinico coeficiente
distinto de cero es by, y el resto han de ser nulos. Esto implica que

H(0) = constante
H(k2r) = 0sik#0

H(w) es la transformada de Fourier de h(t):

T
H(w) = 2T3sinc <w1>
™
Entonces
H(k27) = 2Tsinc (2kT7) .

Por lo tanto, los valores de H(k2m) para k # 0 han de caer en los ceros de la sinc. Estos estardn
en todos los puntos que hagan entero el argumento:

2kT1 € Z

Concretamente, T tendra que ser un multiplo de 1/2:

1

. En el siguiente problema se analizara un esquema real de muestreo. En muchos
esquemas comerciales, para muestrear una senal continua z(¢), en lugar de tomar su
valor en un punto concreto, z[n] = z(nT), lo que se hace es tomar el valor medio en
un intervalo alrededor de ese punto:

donde
1t <

Sl

0 [t >

Sl

y p(t) es un tren de deltas equiespaciadas de la forma

pit)= > d(t—KT)

k=—o00

Las senales z[n| y z,(t) son alternativamente la senal muestreada discreta y la senal
muestreada continua. Considerando que la senal z(t) es de banda limitada, tal que
X(w) =0 si |w| > 5

(a) Dibuje la transformada de Fourier de z3(t), z,(t) y z[n| en funcién de la de z(t)
(considere una z(t) real y de banda limitada).



(b) Explique el efecto del esquema de muestreo sobre la senal z(t). Indique si habra
o no aliasing y si la senal podra recuperarse.

(c) En caso de poderse recuperar alguna de las senales, proponga un esquema para
recuperar la senal promediada z5(t) y/o un esquema para recuperar la senal z(t)
a partir de z,(t).

(a) Dado que la senal z(t) es real, su transformada de Fourier serd hermitica. Si escojo una
X (w) real, tendré que escoger una senal par. Como no se indica nada de esta senal, podemos
escoger una al azar: Antes de ser muestreada, la senal pasa por un sistema LTI con respuesta

A | X(w)

wolET

al impulso hy(t):

x2(t) = x(t) * hi(t)
Xo(w) = X(w)Hp(w)
( 2sin(wT} /2)

(o T (o)

s

= T X(w) sinc <w>

Ws

= X(w)

con

Hi(w) = Tsinc (‘*’)

Ws

Noétese que los ceros de la sinc se encuentran en todos los multiplos de wy:

T
H(w)

N e
N AV

La senal resultante, Xs(w), serd por lo tanto el producto de X (w) con H(w):



A-T

Dado que el primer cero de la sinc estd en w = ws, y que la frecuencia maxima de X (w) es
Xo(w)

ws/2, Xo(w) tomard valores en la misma banda que X (w). Podemos aproximar su forma:

o
B

W€

Xp(w)

Al muestrear la senal, la transformada de Fourier se multiplicard por 1"y se replicard en
todos los multiplos enteros de la frecuencia de muestreo:
A

Ws

La transformada de Fourier de la senial discreta sera:



(b) En este apartado hay que estudiar dos efectos: (1) el del muestreo y (2) el del sistema hq (t)
sobre la senial. Como se comenté en el apartado anterior, la sefial Xo(w) tiene el mismo
ancho de banda que X2(w), ya que la convolucién con hj(t) no modifica la anchura de la
senial en frecuencia. Por lo tanto, se cumple que:

Ws

Xg(u)) =0 \w| > 5

Por lo tanto, dado que la frecuencia de muestreo es wys = 2%, se cumple el teorema de
Nyquist y la senal z2(t) no tendra aliasing. Por otro lado, dado que los ceros de la sinc caen
fuera de la zona en que X (w) toma valores, la multiplicacién por Hj(w) serd una operacién
invertible, ya que no se anula ningun valor de X (w). En resumen:

e La convolucién con hq(t) no modifica el ancho de banda de la senial, y es una operacién
invertible, de tal forma que podremos recuperar x(t) a partir de xa(t).

e Se muestrea la senal a la frecuencia de Nyquist, por lo que no habra aliasing (siempre
y cuando no haya deltas en el extremo).

(c) Para recuperar la senal x2(t) a partir de x,(t), simplemente es necesario realizar un filtrado
pasobajo:
T ols
H(w) =
0 |wl>%

Para recuperar la senial z:(¢) a partir de z5(t) tenemos que usar el sistema inverso a hi(t).
Lo definimos en frecuencia. La sefial H (w) no es invertible debido a los ceros de la sinc. Sin
embargo, nétese que los ceros caen fuera de la zona de trabajo, por lo que podemos definir
el sistema inverso como:

1 s
Tsinc( ) wl =%

«
Ws

Hj(w) =
0 |w| > %

3. La transformada de Fourier de un cierto sistema LTI discreto tiene la expresién

siguiente:
2 — e 0
H(Y) = 1— 3772 4 Le—i22 M)

(a) Obtenga la ecuacién en diferencias que relaciona la entrada z[n| y la salida y[n]
de este sistema.

(b) Si la entrada es z[n] = d[n], obtenga la salida y[n].



(c) Suponga ahora que la entrada al sistema es la convolucién entre dos senales:

ofn] = ] « 22l @)
donde
wiln] = (3)"uln] 3)

x2[n] = cos(mn)
Obtenga y[n].

(a) La respuesta al impulso en frecuencia puede escribirse:

Y(Q) 2 — 70
H(Q) = = ‘ .
( ) X(Q) 1— %e—jQ + %67]2Q
De aqui:
3 o 1 o —iQ
Y () <14e J +3e J ):X(Q)(Ze 7

y haciendo la transformada inversa obtenemos:

ylin] = Syl — 1]+ gyl — 2 = 2efn] — aln 1]

En caso de simplificarse antes la expresién de H(w) puede llegarse a la siguiente ecuacién:

yln] — Jyln — 1] = 2¢[n].

(b) La salida cuando la entrada es un impulso, serd la respuesta al impulso h[n]. Calculamos
la transformada inversa de H():

2 — I8
HE) = 1— %e*jﬂ + %e*jm
_ 2(1-35¢7%)
ERGETEUIEE
2
-1 %e‘jQ

Bn) = = 2(i>nu[n]

(¢) El problema puede resolverse por autofunciones. Lo resolveremos mediante la Transformada
de Fourier. Se pide:
y[n] = z1[n] x z2[n] « hln]

que en Fourier es equivalente a

Y(Q) = H(Q)-




Al multiplicar una senal por una delta, se evalia la senal en el punto donde esté la delta.
De este modo:

2 2 1

1
YO = oo e MmN T T e T8
2 1
= —— —— 7[00 — 0p (2
CoT T PO ()
16
= EW[(SP(Q—TF)-F(SP(Q-F?T)]
16
yln] = BCOS(T{'TL)
4. Se considera el siguiente esquema:
| |
o el ] ] e ui]

—_ e e e o — o

donde hj[n] es un sistema LTI causal descrito mediante la siguiente ecuacién en
diferencias:

v[n] = e 1= v[n — 1] + b z[n].

a y b son dos constantes complejas tales que R{a} >0y R{b} >0, y T es el periodo
de muestreo.

(a)
(b)

(c)
(a)

Calcule la funcién de transferencia H;(z) y la respuesta al impulso del sistema
h1 [’I’L] .

Calcule qué restricciones tiene que tener T para que el sistema h;[n] sea estable.
(Indiquelas en funcién de a y b).

Calcule hs[n| si se sabe que y[n| = z[n| para cualquier entrada.

A partir de la ecuacién en diferencias, calculamos su transformada Z:
V()1 +e vz = bX(2)
y de aqui
Vi(z) b
X(z) 14eoTiz-1"
Para toda transformada Z hay que dar, ademds de su expresion analitica, su regiéon de

convergencia. En este caso, H(z) tiene un polo en z = e~%7Ts, Al ser causal la convergencia
se dard hacia el exterior de este polo, por lo tanto, su ROC sera:

Hl(z) =

|2 > e T,
Dado que Ts es un periodo de muestreo, serd un nimero real y positivo. a, por su parte,
es un numero complejo, como lo que podemos reescribir la ROC

|z| > e RiabTs
con R{a} la parte real de a. Con Hi(z) y su ROC, calcular la respuesta al impulso en

tiempo es inmediato:
hiln] = be T ™y[n)].



(b) Para que el sistema sea estable, la transformada Z de su respuesta al impulso debe contener
la circunferencia unidad dentro de su ROC. Por lo tanto, tiene que cumplirse que

e RlapTs 1,

Dado que R{a} > 0, la tinica condicién es que Ts > 0.

(¢) Ha(z) serd el sistema inverso de Hq(z):

1 1+e @tz
H = = .
2(2) Hl(Z)) b
De aqui:
1
ha[n] = Eé[n] — fe_a'Ts(S[n —1]



