SISTEMAS LINEALES

EXAMEN DE FEBRERO 2006. SOLUCIONES

1. (2.5 pt.) Como paso previo hay que calcular la transformada de Fourier de la senal
g(t). Si definimos

: 1 sin(Wrt
g1(t) = sinc(Wt) = Wsm(ﬂﬁ
entonces 1
G(w) = 5-Gi(w) * Gi(w)

La transformada de Fourier de g;(¢) es un pulso cuadrado entre [—7W,7W] de
altura 1/W. Por lo tanto la transformada de g(t) serd un pulso triangular entre
[—27W,27W] y con altura 1/W en el origen, tal como se muestra en la figura 1.

(a) (0.5 pt.) Segtn el teorema de Nyquist la minima frecuancia de muestreo es
wsmin = 2WM

siendo wys la maxima frecuencia de la senal. Por lo tanto en este ejercicio

Wsin = 4mW de donde
2w 1
T = = —
P u‘}Smin 2W

(b) (1 pt.) Tal y como aparecen en la figura 1.

(¢) (0.5 pt.) Segun Parseval podemos definir la energia de la senal continua en el
dominio de la frecuencia

1 oo
Ec \Gc(w)\2dw

:% .

Siendo G¢(w) la Transformada de Fourier de la senal continua. La de la senal
discreta serd 1 g

:% .

Ep G(Q)2dQ

Si hago el cambio de variable 2 = wTj
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D oy 416‘( )
1 7w/ Ts
= — |G(wT)|*Tdw
27'(' *W/Ts



/W
G(w)
w
—27W 2nW
G, (w
. /WTSP( )
w
g oW 2w we
G(Q)
1/WT,
0
_br —2rWT, 2mWT, o

Figure 1: Transformada de Fourier de ¢(t), g,(t) y g[n]. Problema 1.

Noétese que G(wTs) va a ser equivalente a lo que antes hemos llamado G, (w):

Ts ws/2 )
Ep = — |Gp(w)|*dw
27 7‘_‘}3/2 p
T, [“/? 1 )
= — —|G d
27 7(.4}5/2T82’ C(w)’ .
11 [
= —— Ge(w)|*d
e 700! c(w)[dw
11 [
= —— Ge(w)|*d
Tar | |G
1
= —F
T, ¢
Luego la relacion es
1
Ep=—F
D T, C

NOTA: Puede llegarse a la misma relacién por caminos erréneos y con razon-
amientos incompletos, la mayoria de las veces por pura casualidad. Por ejemplo
no es correcto:

e Argumentar que [~ |Gc(w)[*dw es el drea de la senal G(w) al cuadrado.



Realmente es el drea del cuadrado de la sefial (que no es lo mismo):

| lue)Pds 2 ( /- \Gc<w>\dw)2

e Argumentar que como G.(w) y G(2) tienen la misma forma salvo un escal-
ado por Ty, su energia estard también escalada Ts. Nétese que la energia

depende de la senal al cuadrado.

(d) (0.5 pt.) Elfiltro de recontruccién sera un filtro pasobajo de ganancia Ty = ﬁ

y frecuencia de corte 5> = 27W, lo que da lugar a
h(t) = sinc(2Wt)

(Nétese que para un proceso de muestreo con un tren de deltas equiespaciado
la sinc ha de tener siempre altura 1).

2. (2.5 pt.)

(a) (1 pt.) Si una senal es causal podemos escribirla

Por otro lado, para que el sistema modelado por una ecuacién en diferencias
sea LTI debe tener como condiciones de contorno reposo inicial o final. En el
primer caso, h[n| es causal, en el segundo anticausal. En el enunciado se nos
dice que supongamos reposo incial, por lo que implicitamente se indica que h[n]
es causal:

h[n] = h[n] u[n]

La salida del sistema serda la convolucion discreta:
yln] = fIn] *hin]

= 3 S bl — K]

k=—o0

— Z flk] ulk] hin — k] uln — k]

k=—0o0
= > flKl hln — K] uln — K]
k=0

La senal u[n — k] serd de la forma

kE<n
k

u[n_k]:{(l) >n

y al sustituir en el sumatorio

> Sk hln— Km0

y[n] = k
0 n <0



(b) (0.75 pt.) Del enunciado se puede ver que y[n| es una senal causal, y por lo
tanto es una secuencia derecha. De acuerdo con las propiedades de las regiones
de convergencia: “Si x[n| es una secuencia derecha y el circulo |z| = r( estd en
la ROC de X (z), entonces todos los valores finitos de z para los cuales |z| > 7
también estardn en la ROC.” Por lo tanto Y (z) convergera hacia el exterior de
una circunferencia en el plano z centrada en el origen.

(c) (0.75 pt.) h[n] ya es causal.

hin] =0Vn <0
Para que el sistema sea estable
(0.9}
> |nfn]] < oo
n=—oo

Al ser causal, podemos reescribir esta propiedad:

> " |hln]| < oo
n=0

NOTA: Hay otras formas de dar solucién a los apartados b) y ¢). Por ser solu-
ciones inmediatas (practicamente copiar teoria) se exige cierta rigurosidad en los
planteamientos y se penalizan incorrecciones bésicas. Algunos comentarios:

e Cuando se habla de regién de convergencia (ROC), es la ROC de H(z), no de
hin]. La ROC estd asociada a una transformada Z.

e Cuando se habla de los polos como delimitadores de la ROC, son los polos de
H(z) ode Y (z), pero no de h[n| o de y[n]. Los polos estan asociados a funciones,
y una senal y su transformada son funciones distintas.

e Cuando hablamos de secuencias derechas nos referimos siempre a senales dis-
cretas, como h[n]. H(z) no podra ser nunca una secuencia derecha, ya que ni
siquiera es una secuencia (es continua). Tampoco la ROC de H (z) serd derecha,
ya que la ROC tiene forma de anillo.

e El criterio de estabilidad lleva a que polos de H(z) tengan su mddulo menor
que 1. No es lo mismo que decir que los polos tienen que ser menores que uno.

e Una senal discreta causal es una secuencia derecha, pero una secuencia derecha
no tiene por qué ser una senal causal. (Por ejemplo u[n + 3]).

e Si se indica una ROC mediante una gréafica, hay que indicar qué es lo que se
representa: ejes, espacio... (No basta con hacer un circulo e indicar “esto es la
ROC”).

3. (2.5 pt.)

(a) (1.25 pt.) La forma méds sencilla de realizar el problema es darse cuanta de
que tenemos ‘
y(t) = x(t) 0!



es decir, la convolucién de x(t) con una autofuncién, con lo que la solucién serd
y(t) = X (wo)e’*"
siendo X (wp) la transformada de Fourier de x(t) evaluada en wy

y(#) = et 2 sin wp0.5
wo

Si realizamos la convolucién, se llega al mismo resultado:

y(t) = a(t) *h(t)

o0

_ piwot 2sinwp0.5

wo
Como se pide que y(0) = 0 la dnica posibilidad es que

2s8inwp0.5 0
wo -

Notese que esta funcién es una sinc. Se hace cero en los valores que anulan el
seno excepto en el origen:

wo=2rkkeEZ, k#0

(b) (1.25 pt.) Como ya se ha indicado en el apartado anterior, la salida del sistema
para una entrada x(t) serd

y(t) = X (wo)e’*
Se puede demostrar:
y(t) = x(t)*h(t)
= / x(T)h(t — ) dr

—0o0

= / z(7)e?0 =) dr
= ej“’ot/ z(T)e I dr

= X (w)

La senal asi descrita es una senal periddica, ya escrita como serie de Fourier

con 2
="

wo



. X(wo) k=1
=0 k1

Si X (wp) = 0 la salida serd nula.

4. (2.5 pt.)

(a)

(1 pt.) La manera més sencilla es estudiarlo usando la Transformada de
Laplace de cada bloque:

1

Hi(s) = PRI R{s} > -2

Hals) = Si2 Ris} > —2

Hy(s) = Sil R{s} > —1
Hy(s) =1Vs

Hi(s) = S+13 R{s} > —3

El sistema global tendra por respuesta al impulso
H(s) = (Hi(s) + Ha(s)Hs(s) + Ha(s))Hs(s)

Segun las propiedades de la T. de Laplace, la regién de convergencia de una
combinacién lineal de senales es por lo menos la interseccién de sus regiones de
convergencia. Lo mismo ocurre para una convolucién en tiempo (multiplicacién
en dominio de Laplace). Por lo tanto, la ROC de H(s) serd al menos R N Ry N
Rs N R4 N Rs que resulta ser

ROC D R{s} > —1

Por lo tanto, el eje jw (o visto de otro modo R{s} = 0) estd contenido dentro
de la ROC y el sistema es estable.
De aqui se deduce también que si cada bloque es estable, el sistema global va
a ser estable (en la interseccién de sus ROC estara siempre el eje jw.
Otra forma de probar la estabilidad seria calcular la h(t) global y demostrar
que

oo

/ A1) dt < o

—00
(1.5 pt.) La funcién de transferencia de un sistema continuo es la transformada
de Laplace de su respuesta al impulso:

H(s) s+ 2 1 1 +1 1
S) = = — —
(s+1)(s+3) 2s+1 2s+3

R{s} > -1

(Es necesario dar conjuntamente la expresién y su regién de convergencia.) La
respuesta al impulso sera:



