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1 Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI)

1.1 Caracterizacion de los sistemas LTI discretos

e Cualquier senial discreta x[n] puede escribirse en términos de impulsos

o0

zln] = > z[k]d[n — k]
k=—o0
e Si un sistema es LTI la respuesta a una entrada z[n] puede escribirse

oo

ylnl = Y a[kh[n — k] = x[n] « h[n]

k=—o00

donde h[n| es la respuesta al impulso del sistema. A esta operacién se le conoce
como convolucién discreta.

e La convolucién es conmutativa, asociativa y distributiva, y su elemento neutro es la
funcién d[n].

1.2 Caracterizacion de los sistemas LTI continuos

e Cualquier sefial continua xz(t) puede escribirse en términos de impulsos

[e.9]

a:(t):/ H(F)o(t — 7) dr

—00

donde §(t) es la funcién delta de Dirac, que cumple que

/Z(S(t) dt =1

e Si un sistema es LTI su respuesta a una entrada x(t) puede escribirse
o
y(t) = / £(r)h(t — 7) dr
—0o0

donde h(t) es la respuesta al impulso del sistema. A esta operacién se le conoce
como convolucién continua.

e Un sistema LTI también puede caracterizarse mediante la respuesta al escalén s(t):

_ ds(t)

h(t) i




1.3 Propiedades de los sistemas LTI

Memoria: Si h(t) = K§(t) el sistema es sin memoria.

Causalidad: Si h(t) = 0 Vt < 0 el sistema es causal. Si h(t) = 0 Vt > 0 el sistema es
anticausal.

Invertibilidad: Se define la respuesta al impulso del sistema inverso h;(t) como h(t)

hi(t) = 6(t).
Estabilidad: Si [ |h(7)| dT < oo el sistema es estable.

1.4 Sistemas descritos mediante ecuaciones en diferencias y diferenciales

e Un sistema discreto descrito mediante una ecuacién en diferencias con coeficientes

constantes
N M
Zai yln —i] = Zbk x[n — k]
i=0 k=0

es un sistema LTI si imponemos como condiciones iniciales causalidad (o reposo
inicial: y[n] =0 ¥n < 0).

e Un sistema continuo puede definirse mediante una ecuacion diferencial con coefi-
cientes constantes:

N i M
S0 200 s, sl
=0 Z dt! k=0 ' dt

1.5 Propiedades de la funcién §(¢) (resumen)

L [T 6@)dt=1
2. [2, f(1)d(t —to) dt = f(to)
3. 6(t —to) xx(t) = z(t — to)

4. J}(t)(S(t — to) = x(to)(S(t — to)



2 Analisis de Fourier de Senales Continuas

2.1

2.2

2.3

Senales exponenciales. Autofunciones

e Las exponenciales son autosoluciones de los sistemas LTT:

et x h(t) = H(s)e™

con

H(s) = / " h(t)estat

—00

Representacion de senales periddicas. La serie de Fourier

Dos senales periédicas estdn arménicamente relacionadas cuando tienen un pe-
riodo comun:

w1
7€Q
w2

Una senal periédica z(t) de periodo T" va a poderse escribir como una combinacién
lineal de exponenciales complejas armoénicamente relacionadas: Serie de Fourier:

1
k= = x(t)e™’ kL gy (Ecuacion de analisis)

T Jers
E cre’® Tt (BEcuacién de sintesis)
k=—00
Si la senal x(t) es real, los coeficientes cumplen la siguiente relacién
ck = ¢,

y la serie se puede escribir como una suma de senos y cosenos (¢ = ay + jbg):

m()—co+2<2akcos —t Zbksm t)

k=1

o como una suma de cosenos (¢ = rpel%):

o0

2

t) = 2 k—t+6

z(t) = co + <Z%COS( it k))
k=1

Una serie de Fourier converge si |z(¢)|? es integrable en un periodo. De manera més

general, aplicaremos las condiciones de Dirichlet.

La transformada de Fourier

la transformada de Fourier permite la representacién de la informacion de una senal
en el dominio de la frecuencia. La definimos:

[e.9]
X(w) = / z(t)e 7¥tdt (Ecuacién de analisis)

—00

1 [ ;
z(t) = — X (w)e’'dw (Ecuacién de sintesis)
27 J_ o



e La transformada de Fourier converge si |z(t)|?> es integrable (energfa finita). De
manera mas general, aplicaremos las condiciones de Dirichlet.

e la transformada de Fourier de una senal periddica se hace a partir de su Serie de
Fourier. La TF de una exponencial es:

edwot 8, 276 (w — wo)

y la TF de una senial periddica serd

X(w) = Z 2meRd(w — kwp)
k=—00
= Z wOXC(kwo)é(w - ka)
k=—00

siendo X.(w) la TF de la senal aperiédica.

2.4 Sistemas descritos mediante ecuaciones diferenciales

Dada una ecuacién diferencial

dtk

dPy(t) <~ dPa(t

Za’f y(t) _ Z by (t)
k=0

que describe un sistema LTI, su transformada de Fourier es de la forma

N M
(zﬁmwﬁ)wm:<§)mww>xw>
k=0 k=0

v la respuesta al impulso puede calcularse

M
> bi(jw)*

H@) =& 520 () o) Hyfw)
X(w ];0 ap (o)

3 Analisis de Fourier de Senales Discretas

3.1 Senales exponenciales. Autofunciones
e Las exponenciales son autosoluciones de los sistemas LTI discretos:
2"« hin] = H(2)2"

con

H(z)= Y hlklz""

k=—oc0
e Concretamente para z = e/

eI« h[n] = H(Q)eS"



Propiedad Senal Aperiédica Transformada de Fourier

Linealidad ax(t) + by(t) aX(w) + bY (w)
Desplazamiento temporal x(t —to) e Iwh X (w)
Desplazamiento en frecuencia —e/“0'x(t) X(w—wp)
Conjugacion x*(t) X*(—w)
Inversién temporal x(—t) X(—w)
Escalado x(at) Wl\ (<)
Convolucién x(t) * y(t) X(w)Y (w)
Multiplicacién z(t)y(t) =X (w) * Y (w)
Diferenciacién en tiempo %x(t) JwX (w)
Integracién [t ax(r)dr j%X(w) + 7X(0)d(w)
Diferenciacién en frecuencia  tz(t) J %X (w)

Relacion de Parseval
- +
fi;o ]x(t)|2dt = ﬁ LOO; \X(w)\de

Table 1: Propiedades de la Transformada de Fourier

Propiedad Senal periddica Coef. Serie de Fourier
x(t) . 2 ak
Periodo T' (wp = &
o | =1
Linealidad Ax(t) + By(t) Aay, + Bby,
Desplazamiento temporal x(t — to) apeIkwoto
Desplazamiento en frecuencia —e/M«oty(t) -\
Conjugacién x*(t) a*,
Escalado temporal z(at), a >0 ag
Periédica con periodo T/«
Convolucién Periddica Jpa(T)y(t —7)dr Taby
+oo
Multiplicacién z(t)y(t) ST agbg_y
l=—00
Diferenciacién La(t) Jkwoay,
Integracién ffoo x(7)dr (Finita y periédica (jklwo) ak

sélo si ag = 0)
Simetria Conjugada x(t) real ap =a*,

Relacion de Parseval

+o00o
b Ipla(®)2dt = 3 ol

Table 2: Propiedades de la Serie Continua de Fourier



3.2 La serie discreta de Fourier

e Una senal periédica x[n] de periodo N va a poderse escribir como una combinacién
lineal de N exponenciales complejas arménicamente relacionadas (Serie Discreta de
Fourier):

1 i 2m
ap = — Z x[n]e_]k%” (Ecuacion de andlisis)

n=<N>
x[n] = Z akejk%r" (Ecuacién de sintesis)

k=<N>

3.3 La transformada de Fourier de tiempo discreto

e la transformada de Fourier permite la representacién de la informacién de una senal
discreta en el dominio de la frecuencia (continua). La definimos:

X(Q) = Z z[n]e 7" (Ecuacién de analisis)

n=—oo

1

z[n] = — / X (Q)edQ) (Ecuacion de sintesis)
21 J<on>

e La transformada de Fourier de tiempo discreto es una senal periddica de periodo 2:

X(Q) = X(Q+2n)

e Es aplicable a senales de registro finito que cumplan

o0

> Jzfn] < oo
> lz[n]f? < oo

e la transformada de Fourier de una senal periddica se hace a partir de su Serie de
Fourier. La TF de una exponencial es:

eion 8, 276,(Q2 — Qo)

y la TF de una senial periddica serd

X@Q) = > 2m,€5,,(9—/€2§)

k=—0o0
siendo §,(Q) = Y 0(Q2 —27k)

e No hay que confundir la transformada de Fourier de tiempo discreto con la trans-
formada discreta de Fourier (DCT).



Propiedad Senal Aperiéodica Transformada de Fourier
Linealidad ax[n] + by[n] aX(Q2) +bY (Q)
Desplazamiento temporal x[n — no] e 7m0 X (Q)

Desplazamiento en frecuencia 707 z[n] X(Q— Q)

Conjugacién x*[n] X*(—Q)

Inversién temporal x[—n] X(-Q)

Expansion en tiempo T ()] X (k)

Convolucién z[n] * y[n] X( Q)Y (Q)

Multiplicacién x[nly[n] X(Q)®Y(Q)

Diferenciacién en tiempo z[n] — z[n — 1] (1—e7HX(Q)

Acumulacién . > x[k] 17e¥_7QX(Q) + 71X(0)6,(92)
Diferenciacién en frecuencia  nx[n] J d)igz)
Relacién de Parseval

+o00o

2 el = 5 fon 1X () PdR2

Table 3: Propiedades de la Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

3.4 Sistemas descritos mediante ecuaciones en diferencias

Dada una ecuacién en diferencias con coeficientes constantes

N M
Zak yln — k] = Zbk x[n — k
k=0 k=0

que describe un sistema LTI, su transformada de Fourier es de la forma

N M
(Z ake_ij> Y(Q) = (Z bke_jk9> X(Q)
k=0 k=0

y la respuesta al impulso puede calcularse

M -
Z bkefjk:Q
k=0

N .
Z ake—]kQ
k=0



Propiedad Senal periédica Coef. Serie de Fourier
x[n] . 2 ak } .
Periodo N (29 = 57 Periodo N
y[n] } (=% by
Linealidad Azx[n] + By|[n] Aay, + Bby,
Desplazamiento temporal x[n — ng| ape IkET/N)no
Desplazamiento en frecuencia /M 2m/N)ng[p] ak—n
Conjugacién z*[n] a*,
Inversion de tiempo x[—n] a_g
Escalado temporal T () 1] Lay
(Periédica de periodo mN)
Convolucién Periddica > xr]y[n — 7] Nayby
r=<N>
Multiplicacién z[nly[n] > aibi—
I=<N>
Diferenciacién z[n] — z[n — 1] (1 — e 7kCT/N)) g,
n
Acumulacién (m) ay

Simetria Conjugada

(Finita y periddica sélo si ag = 0)

ap = a*,

Relacion de Parseval
1

x[n] real
> el = 2 fal?
n=<N> k=<N>

Table 4: Propiedades de la Serie Discreta de Fourier

4 Muestreo

4.1 Muestreo y teorema del muestreo

e Para muestrear una senal continua z(t) la multiplicamos por un tren de impulsos

p(t).

zp(t) = z(t)p(t)
= ax(t) Y 6(t— kTy)
k=—oc0
= i x(kTs)0(t — kTs)
k=—0o0
= i x[k]o(t — kT)
k=—0o0

siendo T el periodo de muestreo.

e Posteriormente pasamos la senal por un conversor C/D que convierte las deltas

continuas en deltas discretas.



e En frecuencia es equivalente a

%) = 5 [X()* P)]
-1 Z X(w — kws)

8 k=—o0

~

con wy = 2T—7r (La senal se duplica en miltiplos enteros de la frecuancia de muestreo).

e Teorema del Muestreo (de Nyquist): Dada una senal z(¢) de banda limitada

(X(w) = 0 Vw > wyy) la senal podra ser reconstruida tras ser muestreada si ws >
2wM.

4.2 Interpolacion

e Para recuperar la senal continua filtramos la senal muestreada con un filtro pasobajo
de ganancia Ty y frecuencia de corte w;/2:

o0

z(t)= > x[k]h(t - kT))

k=—o00

El filtro en el dominio temporal seré:

h(t) = sinc(t/Ts)
4.3 Procesado Discreto de Senales Continuas
e Relacién de Transformadas de Fourier:
2(t) <3 X (w)

ralt) <5 X () = o 30 X(w — k)
5k

raln] < X4(0) = Tlgx (")

e Procesado discreto de senales continuas: Relacién entre respuestas al impulso:

| HWT)  |w| <ws/2
Helw) = { 0 lw| > ws/2

o visto de otro modo H () = H.(Q2/T)entre —7 y 7.

5 La Transformada Z

5.1 La transformada Z

e Sefiales exponenciales discretas de la forma 2" con z = e’ son autosoluciones de
los sistemas LTI. Para una entrada z[n] = 2" la salida serd

y[nl = 2"H(2)

Siendo H(z) la transformada Z de h[n| evaluada en el punto z.



Senal Dominio temporal Dominio frecuencial
z(t)
v o\
t w
[
x(t) 0 -B 0 B
p(t)
‘ P()
27 /T
p(t) 0 T 2T 3T 4T 5T 6T v, 0 we
zp(t)
N BN X, (w)
N / N
~ / \
o . 1T
T T T T t | ‘ w
I I
xp(t) 0 T 2T 3T 4T 5T 6T —ws -B 0 B ws
z[n)
X(Q)
T
AREEE :
| |
x[n] 0 1 2 3 4 5 6 T o Br 27

Table 5: Resumen de un proceso de muestreo en tiempo y frecuencia

10




e Transformada Z:

5.2 Regiones de convergencia

e Convergencia depende de 7:

Z |z[n]lr™™ < 0o

n=—0oo

e Propiedades de la ROC:

Anillos centrados en el origen.

No contiene polos.

Si x|n] es derecha converge hacia afuera.

S g W=

]
Si z[n] es izquierda converge hacia dentro.
]

Si x|n] es bilateral converge hacia en un anillo.

(Cuidado con los puntos 0 e 00).

5.3 La transformada inversa

x[n] = 271” y{X(z)z"_ldz

11

Si z[n] es de duracién finita: converge en todo el plano.



5.4 Propiedades de la Transformada Z

Propiedad Senal Transformada Z ROC
x[n] X (2) R
xl[n] X1 (Z) R1
xo[n] Xa(2) Ry
Linealidad axrin] +bxa[n] aXi(z) +bXa2(z) Al menos Ry N Ry
Desplazamiento en n x[n — ng] 27" X (2) R+ {0}
Escalado en z eItong ] X (e=780my) R
zgx[n] X (%) 2R
a™z[n| X(a=1z) |a|R (El conjunto de puntos
{|a|z} para z en R)
Inversién en n x[—n] X(z71 R~! (el conjunto de puntos
z~! donde z estd en R)
Expansion en n (1) [1] X (%) R'Y* (el conjunto de puntos
2M/* donde z estd en R)
Conjugacion z*[n] X*(=%) R
Convolucién z1[n] * x2[n] X1(2)Xa(2) Al menos Ry N Ry
Primera diferencia zn] —zn—1 (1-2"HX(2) Al menos RN (|z] > 0)
Acumulacién S xlk] —=X(2) Al menos RN (Jz] > 1)
k=—o00
Diferenciacién en z  nx[n] —z%(z) R
Teorema del valor inicial
Si z[n] = 0 para n < 0 entonces z[0] = zlllgo X(2)

5.5 Analisis y caracterizacion de sistemas LTI usando la Transformada
Z

En los puntos en que r = 1 se cumple que X (2)=X ().

Si el circulo unidad estd en la ROC el sistema es estable (y h[n] tiene transformada
de Fourier).

e Si h[n] es causal: ROC hacia la afuera.
e Si h[n| es anticausal: ROC hacia dentro.

Sistemas descritos mediante ecuaciones en diferencias:

N M N M
Zak yln — k| = Zbk’ x[n — k| NEAN (Z akz_k> Y(z)= <Z bkz_k> X(z)
k=0 k=0 k=0 k=0

M _—

H(Z) — Y(Z) — kgo h
X apz~k

kz::() g

12



6 La Transformada de Laplace

6.1

6.2

6.3

La transformada de Laplace

t

Senales exponenciales de la forma e® con s = ¢ + jw son autosoluciones de los

sistemas LTI. Para una entrada z(t) = e la salida serd
y(t) = e H(s)
Siendo H(s) la transformada de Laplace de h(t) evaluada en el punto s.

Transformada de Laplace:

Regiones de convergencia

Convergencia depende de o:

Propiedades de la ROC:

Bandas paralelas en plano s.
No contiene polos.
Si z(t) es de duracién finita: converge en todo el plano.

Si x(t) es derecha converge hacia la derecha.

A T o e

(t)
Si x(t) es izquierda converge hacia la izquierda.
(t)

Si z(t) es bilateral converge hacia en una banda.

(Cuidado con los puntos —oo e +00).

La transformada inversa

1 o+joo
x(t) / X (s)etds

B 2my —joo

13



6.4 Propiedades de la Transformada de Laplace

Propiedad Senal T. de Laplace ROC
x(t) X(s) R
I (t) X1 (8) R1
xI9 (t) XQ(S) RQ
Linealidad azi(t) + bxa(t) aXi(s)+bXa(s) Al menos Ry N Ry
Desplazamiento en tiempo  x(t — tg) e 0 X (s) R
Desplazemiento en s eotx(t) X(s—so) R desplazada
(s en ROC si s — sg en R)
Escalado en tiempo z(at) ﬁX (%) R escalada
(s en ROC si s/a en R)
Conjugacién x*(t) X*(s%) R
Convolucién x1(t) * x2(t) X1(s)Xa(s) Al menos Ry N Ry
Diferenciacién en tiempo — %$a(t) sX(s) Al menos R
Diferenciacién en s R

Integracion en tiempo

Al menos RN {R{s} > 0}

Teoremas del valor inicial y final

Si z(t) =0 para t < 0 y x(t) no contiene impulsos o funciones singulares

de orden superior en t = 0, entonces

z(0T) = lim sX(s)

lim z(t) = lim sX(s)
t—o00 s—0

6.5 Analisis y caracterizacion de sistemas LTI usando la Transformada

de Laplace

e En los puntos en que o = 0 se cumple que X (s)=X (w).

Fourier).

e Si h(t) es causal: ROC hacia la derecha.

e Si h(t) es anticausal: ROC hacia la izquierda.

N

dy(t)
Z @i dtt

=0

Sistemas descritos mediante ecuaciones diferenciales:

_ %bi dz;ilgt) e (zN: aisz) Yis) =
=0 =0
Hs) ;)) _ %) s

14

Si el eje jw estd en la ROC el sistema es estable (y h(t) tiene transformada de



