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Representacion de imagenes

Senales 2D

@ Imagenes como sefales 2D

@ Continua f(x, y): aplicacion f : R2 — RN
@ Discreta f[m, n]: aplicacion f : Z2 — RN
o ?[m, n|: Senal discreta cuantificada

@ Simbolos: x, y, z, u, v Coordinadas espaciales continuas
@ Simbolos: n,m, r, s, i,j, k Coordinadas espaciales discretas
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Senales de interés

Impulsos unitarios

@ Discreto
1 n=m=0

olm, n} = { 0 resto

/ / d(x,y)dxdy =1

@ Propiedad: [ [ f(x,y)d(x — X0,y — Yo)axdy = f(Xo, yo)
@ Sefal separable si f(x, y) = f(x)f,(y)

@ Continuo §(x, y)

o[m, n] = o[m]d[n] d(x,y) = d(x)o(y)?
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Senales de interés

Exponencial

f(x,y) = Ke5*t%2Y  flm, n] = Kz["z}

(

@ Continua f(x,y) = K e“1Xtjw2y,
Senal periddica.

@ Discreta fim, n] = K g/1m+/%%n,
Senfal perddica si

2m 2
q, €Q a, €Q

i

gh

S. Aja-Fernandez (ETSI Telecomunicacion) Introduccién al Procesado de Imagen

Sistemas Lineales e Invariantes (LSI)

Respuesta al sistema

f(X’y) —= LTI %g(X,y)

@ Respuesta de un sistema g[m, n] = H(f[m, n])
@ Propiedades de Linealidad e invarianza espacial.
@ Respuesta al impulso

him,n;m', '] = H(6[m,n]) h(x,y;x",y") = H(6(x,y))
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Sistemas Lineales e Invariantes (LSI)

Sistemas LS|
glm,n] = Y Y flm,nlhim—m',n—n|

m
= f[m, n] « h[m, n|

alx,y) = / / f(x',y"Yh(x —x',y — y")ax'ady’
X/ y/

= f(x,y)*h(x,y)

Convolucioén
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Propiedades de la convolucion

Propiedades

@ Conmutatividad: f(x,y) x h(x,y) = h(x,y) = f(x, y)
@ Asociatividad

@ Distributividad

@ Estabilidad

S5 |hlm, nl| < o0 /X/y|h(x,y)|dxdy<oo

@ Separabilidad
@ Causalidad
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Ejemplos de convolucion

S. Aja-Fernandez (ETSI Telecomunicacion) Introduccion al Procesado de Imagen

Transformada de Fourier 2D

Senales continuas

Representacion de las senales en el dominio de las frecuencias
espaciales.

F(&1,8) = /Oo /Oo f(x, y)e 2 (&x+&y) gxdy
(xy) = [ [ Fle et andgde

Eterno problema con w; = 27¢;

2 roo oo .
f(x,y) = (21—%) / / F(wr, wa) @929 duoy sy
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Propiedades de la TF 2D

Propiedades

@ Frecuencias espaciales: ciclos por unidad espacial
@ Unicidad
@ Separabilidad (kernel separable).

@ Exponenciales complejas son autofunciones de los
sitemas LSI.

g(x,y) = 27 ExF Y (¢ &)
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Propiedades de la TF 2D

Propiedades

@ Convolucién

g(x,y) = f(x,y) * h(x,y) <> G(&1,&) = F(&1,E2)H(&1, &)

@ Correlacién cruzada

c(x,y) =5, G(&1,8&2) = F(&1,82)H (61, 62)

@ Autocorrelacion y densidad de energia

Rix.y) = [ [yt Xy + y)axay
Si(é1.&) = FIRi(x,y)] = |F(&,&)f
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Propiedades de la TF 2D

TF Rotaciones

@ TF en polares

Foleo) = [ [fixy)erecosoxseaninyay
_ / / fp(P, e)e—jzw(g COS ¢p COS H+E sin pp sin H)pdde

@ Se puede demostrar que

§fo(p, 0 + )] = Fp(&, ¢ + @)
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Transformada de Fourier 2D

Senales discretas

Transformada de Fourier (continua) de senales discretas

F(1,Q2) = ) > flm,nje /m+ezn)

m n

2 ™ v .
x[m,n] = (217) / F(Q1, Q)M 2N g0, dQ,

Solucién computacional: DFT
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Ejemplos de transformada de Fourier
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Ejemplos de transformada de Fourier
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Transformada Discreta de Fourier

DFT de una secuencia (1D)

N—1
vikl = 3 ulnle %k k=0, N1
n=0

N-1
uln] = %Zv[k]e’zﬁk”, n=0,---,N—1
k=0

. Referencia: Lim: Two-dimensional signal and image
processing.
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Propiedades de la Transformada Discreta de Fourier

@ Extensién periddica:
uln+ N] = u[n] v[k + N] = v[k]

@ DFT: Muestreo de la TF de una senal discreta.

uln] <% U(Q) (2
uln] 2% viK] } vk =Y ( N k)

© Relacion DFT con Series de Fourier.

© Implementaciéon con algoritmos rapidos: FFT, O(Nlog, N).
© Simetria conjugada en torno a N/2: X[N — k] = X*[k].
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Propiedades de la Transformada Discreta de Fourier

© Convolucién (circular):
xi[n] ® xa[n] 255 X4 [K] Xa[A]
@ Multiplicacion:

prr 1

Xq [n]xg[n] — N2 X1 [k] €3 Xg[k]
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Transformada Discreta de Fourier

DFT de una imagen (2D)

N—1 N-1
Xlki ko] = x[m, n)e /5 (kim-hen)
m=0 n=0
1 N—1 N—-1 o
x[mn] = 5 X[k, ko w (Kim+han)
ky=0 k,=0 ]
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Propiedades de la DFT 2D

@ Extensién periddica:
X[ki + N, ko + N] = X[k1, ko]

@ DFT: Muestreo de la TF de una sefal discreta.
© Implementacion con algoritmos rapidos: FFT, O(N?log, N).
@ Simetria conjugada:

Xlki, ko] = X*[N — ki, N — ko]
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Comentarios

Sistemas LSI
@ Queremos transformaciones N x N — N x N

@ Sistemas LSI: no lo cumplen
(INXN)s MxM)—- (N+M-1)x (N+M—-1)
@ Sistemas LCI: lineales y circularmente invariantes.
(Convolucién circular).

@ Salida de un sistema LCI:
glm, n] = f[m, n] ® hm, n]

@ Respuesta a exponencial compleja:

glm, n] = Hlkq, ko] e/ N (kim-+ken)
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Comentarios (2)

DFT y operaciones

@ Convolucion: O(N*%)

@ Convolucion via DFT: O(N3)

@ Convolucion via FFT: O(N?logsN)

@ Equivalencia filtrado en dominio espacial y transformado.

v

Sin embargo hay otras transformadas mejores que la DFT para
hacer procesado lineal: Transformadas Unitarias.
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Problema de la DFT
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Transformadas Unitarias

@ Usamos familia de senales ortogonales que no sean las
exponenciales complejas

N—1 N—1
Flki, kel = > > flm, nlak k,[m,n]
m=0 n=0
N—1 N—1
flm,n] = Z Z [k17k2]a*k1,k2[m7 n|

@ ay, x,[m, n] familia de funciones ortonormales.

N—1 N—-1

* 0 ki #k
)

m=0 n=0
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Transformadas Unitarias

@ Ortonormalidad

N—1 N—1
Z Z 8k ko [T, M) &Yy g [T, 1] = K1 — ki, ko — k3]

m=0 n=0

@ Completitud.

DD A selm. nlag o [m',n'] = d[m—m'.n—n
ki ko
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Transformadas Unitarias

Principales Transformadas Unitarias
e DFT
@ Transformada del coseno y del seno
@ Transformadas de Hadamard / Walsh
@ Transformada de Haar
@ T. de Slant
@ T. de Karhunen-Loeve

@ Todas menos la ultima tienen transformada rapida J
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Transformada Discreta del Coseno

Equivalente a DFT de imagen 2N x 2N. |
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Transformada Discreta del Coseno

DCT de una imagen

@ Equivalente a

Flki, ko]

DCT{f[m, n]} = DFT{fg[m, n]}

2N—12N—-1

o 33 b e stamen

2N
m=0 n=0
1

N—1 N—
2:: f[m, n] cos (gN(2m+1))
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Transformada Discreta del Coseno

DCT de una imagen

N—1 N—1
Flki, ko] = 2C(k )C(kZ) S>> flm, njcos (—(m+ ))
m=0 n=0
Ko 1
cos (ZW(Zn+ 5))
2C(k )C(kz SRS LI
flmm] = Flky, ko] cos —(m+ =)
3 3 rlhckloos (Fm )
CcoS (%(2n+ %))
ak, klMm,n| = %cos <k1—l\;r(m+ %)) cos (%(2n+ %))
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Otras Transformadas

Transformada de Karhunen-Loeve

@ Conocida como Trasformacidén de autovectores.

@ No tiene FFT. Transformada rapida: Singular Value
Decomposition (SVD)

X = Usv’

U y V matrices unitarias, S diagonal.
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